ENCICLOPEDIA MATEMATICA 


di Corrado Brogi 
hrtp//spazioweb.libero.iVcorradobrogi 


Prefazione 


A mio modesto (anzi modestissimo) parere questa enciclopedia in sette volumi è uno dei 
lavor più chiari e completi sula matematica presenti in Rete. L'Enciclopedia può essere utilizzata 
sa come riferimento per richiamare concetti noti, sia come fonte di studio introduttiva su pressoché 
tutt gli argomenti di matematica di comune interesse. Ho raccolto in sette documenti PDF tutto il 
contenuto del sito Web dell’autore (sperando di non aver contravvenuto alle sue volontà) in modo 


da rendere il materiale facilmente consultabile ed eventualmente stampabile. 
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DI compo tridimensionale 


Dato ;/ sistema di tre assi 
corfesioni ortogonali Ox4z 
peri quali la 2appresentazò 
ne di un purtoP, secondo fe 
sue eoordinafe è serittà : 

P_E(%:4:4) 


voglièmo onolzosre jl signi 


ficoto delle espressioni : x 

x=a|. 49n;fica: * tutti è punti avenbi'aicissà pas 
ti ada" ce il piano parallelo ad ye 
e ditante @ da esso. Anslegomente: 


= piano parallelo ad xx e distante E da eno. 

E=d : piero parallelo ad xy e distante ‘@" da eno. 
Cod Ae: Aeezione se”. s'anifica dire: ‘quaei* 

lira Xx" d' tut / piani perpeodzoleri ad x. 

Cro Vale per 2, perg, ed ogni dlrà civezione 

rerso 7l nostro fiseudo-punto ol ‘ifinito. 

per (330) = rello sul piano xIY, Eracca! 

su xY del piane passonte pera, costhtuit 


0 Dicesi Ursecin” l'infrseaione diva pioso é dino retta) com ripiani 


ell precevin e. 


dalle infinite vette parallele allo: g-mà; 
2:0 determinote dol solo variare di €. (si noli 
Che per determinare una velta occorrono due 
relazioni, <I0È /infersezione ' ue pron, il 
prano: 230, ed ;/ ‘piano (4= mx). Analogamente: 
[ema] por (450) = retta dul piano ra, traccia del pia 


no per 4. 
T=0Y| pe terg)= retta sul piamo 42, faccia del 
piamo pax. 


Anslogamente le forme: 
[es] sono le vini , tracce der pron’ pas 
calleli all asse che nom figura in 


CX mi *p formula. Cee espeltivamente paralleli 


a<,$%. Cove : Se / ‘equazione 
2 = mY +% d'un piano È dadp endente da mn 


asse, il piano è parallelo d quell use: 
(0 passa per quell Dsse se È nullo dl Feraune noto) 


Notare in questi casi, il piano come su 

i N petfrere 1g ata. Per esempio: gamas9 
N” è uu pino parodlelo ai che pas 
essere tiuardato come l'insieme 

delle cette : 


ton: — DL K£+00 


Ha puo onche essere viquorolato come l'in: 


sieme delle relle parallele ql e di lac 
» cia T, Zali che : [i mx+g con: EX 
na equazione di queste tele pui € smersi 


per intersezione fra 7 pron: ta mx+4 


PIEALLI 
com n Variabile da n ad. Fasmfucticim) +10) ; oppure 
pa intersione £ piani bi Ci: LI ge 
(ortogahali ) 43x44, SE 


Notare che il coefficiente = fauag), ove 
d È L' argolo che la traccia su xg del pico 
grraxty forma com l'asse delle e, e amehe lau 
goto olredro fra il piauo graarsg ed Y piauo XL 

Consideriamo ora l'espressione Ipea 


re comp&la : 


ara, 


Per Trovare l'equazione delle tracce 
rispettivamente sus pian: £Y, SR, Y® } Basta 
porre Z=0 , appare: F=0, eppure: xX50. Apro: 
Au (x4) : [ex +64+d=0]; &3)) ese: 4° (£#P + 
met): (ETZATTA] eni i 1) 
sen (reno ite; enter 


J coeftresenti di traslazione lneate : 
4) (38) 1 (0) cme le it 
dall'origine 9 degli assi, der punti di' mafersezione 
del piamo, con gl assi stessi. (Elementi soffizienti 

per oeferminore univocomente il ‘promo ,e diegnarle ) 


Siano: OP =(=4) la distanza sull'asse x 


@ «(4)» PI 
OR, è (-4) ” i + 


Indichiamo con d la ditansa el pramo 
dall'origine o degli assi. La cella conte» 
nente ;/ segmento DI essendo perpendicolare 
al piamo, è anche retta di quaertura, del 
pramo. Diconsi: Coseni direttori 
degli amgoli che uma tetta orrentsta ferma 


L coseni 


Ù 


com gl assi. Aysemo esse che, se considerrà» 
Nd po no uu parallelepipedo bel reftau, 


go/o con diagonale OP = 4 
unitaria, x tre spigoli. seno 
x 4 coieni degl ‘amgoli’ da essi 
formati con .la diagonale. Pereis, per il 
Veorema d' Pitagora, "La somma der quadrati 


dei cosepi-Avellorie-sempre uno si (coîareoifait= 4) 


Nel nostro caso abbiamo : ((esende: AID = QINO = PN = z) 

costi) = Vor = -SeA (La 

4° c0($)= oa = DM (4) 

cosli%)= Vor = <= e 
4 Lt 

(3) (è hc) = 


per cul : 7 25 
VASI e 


Importamtissimo potare ehe: a, b,C, sono 


proporzionali ai cosenr olrrettori, e che sosti 
tendo # velore di È abbiamo: 
coin ——— 
Vatab e 
c0)(5%) = SO Al 
fe bee» 
loj En) SAS 
y/R+be 
Cioe se diivolamo pe Vaste l'espressione: 


NZIZIZZE ed = 


off'en;iàmo: 


[to)x + (co) Y +et)z = I fa 


ove V è La distanza del piano dall'origine gli 
asso. Se a,bc, fossero gia © cosen dretri 
della vetta normele al pràno (cela hi giacitura di 
datti ‘ piani paralleli olkeché del piano dale); (ade 
Iacebbe quale ad umo (seme. dle: quadrati dei 
cosenr direttori) n quindi mon varierebbero hirdlend 
pe l'unita”. 

Condizione di parellelismo (ani € 
che abbiano gli stessi coseni oivettori; varia solo 
la distamzaà Y del piano dell ‘origine degli assi 

L ‘equazione di’ una retta € data da 
due telazioni lmeari, cioe come intersezione 
di due piani. 

Quindi nello spazio terolimensiondle | espressio 
ni del tipo : Z=f(x,45) , cioe funzioni in due 
rarcabili, rappresentano ‘n gurerole una su, 
perfiere, che sara” pianà Solo se 2-/0%9) e 
una belazione fimeore . 

Que espressioni: 2 16,9) i 2/64) 3 ciferite 
agl stessi assi x,4,Z, spresentano la linza 
intersezione delle due superfici, ebe peri CZE 
sultare. curia o teltilinea, pionà o gobba e secon 


due espressioni. 


Tre espressioni rappresentano uu pumto. Per sen 
pio i re praoi: 

a,x +5,446% +d=0 

ax +h.94 4% +d-0 

QX + by + 2 +4 = 0 
de illa possibile calcolare /e coordinate el 
punto comune. 

“ale || principio di_duelita scambiando la pa 

tola. punto con la parola giaro e viteverso.. 


(SrAUDT ) 


due < Di determinano una retta 
punti 


DS A 

bre piani x deletminsne un 7 Punto 
N punti 7 \ piano 

i t 

dun? piano (4 una, tetta nm) lefetminano «ager 7) 


| punto 7 piano 


; ner l È, 
due vette inedenti determinano da 
quest laltima € l'inverso della prima “comando 
lo. parola. vetta con fe parole per f o piano. 


Là geometria onelitico dello spazio 


ln punto, nello spezio tridimensionale, risulta definito 
se si hanno tre determinazioni ; per esempio : Pe(%, %, 25) 
(le tre coordinate cortesrane]; oppure: Pe 4 L,d, 19) ( ove fo 
dd A angoli formati da OF vispello a diterioni orbi 
traziamente convenofe e prefissata): de ef sono velotivi 
a due assi cartesioni X,4 4 hanno le coordinete polari} de 
€ velativo ad una direzione orizzontale e giace s0 un 
prano orizzontale , « È detto ; ‘ongole azimutol” © sempli 
coemente: " az/mul". (Per esempio sulla terra gli angoli oriz 
contal' misurati rispetto alla direzione Nord). Ve invece può 
essere misurato tispetto o/ piano orisentele e quindi f 
è detto gngolo di elrarione © di depressione secondo abe 


mirà a quote pro alte © più bosse del piano di ri&rimen, 
to. Se invece /B ha per origine la vertical. opposta 9/ fil 
a piombo, è detto angolo zenitole n quanto fa cdirezrone 
origne € lo senib. Puesty sono eiferimenti topogrofie; e 

CA ang c ef_sono 1a genere miseroti com uno strumento del 


to: Teodelite . sent said 


aiAHi 


Si SE 
2iferimenti tepogi 


lin punto, nello spazio Ùridimensionole, puo anche essere 
determineto delle tre eguarioni di tre piani non abparh 
nent; allo stesso Sasa (Sy dice fisco di piani” | insieme 
der piani sig ‘n comune /a stessa tetta), (Si dice : 
Stella di piani” / insieme dei piani event rà comune le 
steso pento) 

Una retta, nello spozo fridimensionale, risulta definita 
ve si famo due dleferminazioni per esempio le due que 
zioni di due piani nm putelleli ; 
axt bj +e +4, =0 


ax +bi4 +0 + vv 
mio datie 
Oppure sono dale /e eoordinéte di due pente î 
A Finta 5a) ; B(% 198,38), apportenent,’ ola vetta. In 
questo caso 51 puo scrivere unò cloppià uguaglianza, , 
chiamota: " equazione canonica della retta”. 

ES _ SW ZA 


Xe-XA eZ) - IA % <a 


Clesto derpra «guaglsnzà resta velida se le molhphehia: 
mo o didiame per costanti arbitrarie | per esempio se per 
costante moltplcatore prendiamo i segmento AB, ateo 


(KoXa) (9-9) (a-z4) 
e) (0) (7 


uri ne ; (zia). cala); (Cesa Y | 
dol < denominetori dela 
doppia. uguaglionza diventa 
ro i coseni diseleri della 


rella.; e pedi: (= kè 
A=SC ; 1-80 /'aguazio 


re canonica può seuveosi: 
TE La ta 
f priore pero” non possiamo sapere per quale costante 
arbitraria è stata moltiglicota © dinisa la doppia equa: 
glranza, percio comsiderote tre granelezze 4 mn 
pasporzuonali ab (xa); (4-4); 2-%), eudbe proporzionali: 
al Caseni cliveffezi cs) ; enl$t) vi ent), anemo 
/ equazione generica della stella chi rette possorite per A 
Spa - L-%_ Ia 


Dm » 


Consideriamo: L'* Ka } MeKEsB ; neXar 
sappiamo che: (cos + c99°R seni= 4) percio: (fina) = K 
per cui bostera disiolere è denomineteri dell ‘espressione 
e Vetimend , per ofenere wi denominatori. | tispelivi 
comm dicelfori. Itre termini della doppia cguaglanza 


possono considerarsi due a due, anamo casi tre equa 


zioni di tre pian, ore ‘n ciascuno eguavine moned dad 


coordinata, i percio’ i tre piani sono crascumo parollelo CI 


passante fer nose, oltreché contenere la rella., 
cos) = cos(xAB) = cos) = —t_— 
VE rent 


m 


colp) = coliào) » colf) > o 


n 


coli) = cs(z88) = col . 
Y ; VE mE am® 


Quimoli de equazioni” ole tre prani ono 


XZXA_ _ PAEZI srelilo a 
coils) ©09($8) (è ) 


sola Lada /porollel adj) 


S-4n - Za 1 prredieto cal) 


Ma comoscendo € cond Arretfri Sella tella, 


possiamo Serivere / equazione lella giacitura oli'diami 


ad essa perpendicolari. 
4 £ 


{ (engine) ene) + 5 0 | 
ove ogni piano £ inci viiladto el parameho 
ragaresente /a distanza del piano cdutt ‘origine le 
gh' assi. Ponendo invece; netta doppia ugiaglisura;x=0, per 
eordinate der puali d'inteserione 


I de 


430, spese 2201 trovano fe 


della rell'a co piani. FE, ax, XY. 
per x= 0: ui ca h- SEMI XA pi 
zizi; 


Ove l'indice L' vuo die intersezione 00€ piauo defini 
lo da: Xz0; 450; 250 è quindi «cardinale diverse, 
csì: Y pu xo e diremo, generodmenle, da 4 pazzo. 
cosi fe altu coordimote 


Froponidmoci ora 1! problema inverso: 
4 


Gole le equarion, ali’ ole pen che eleliniscono 


una ella, devvere l'equazione Sella vetta secondo 


/a Soppra uguaglina de 
DA +69 ce «dio 


Rx +bg +62 +, = © 
Stamo le equarioni dei' due piami. Se cerchiamo 
le tracce der due prami sei piani di provezione , £ 


perti comuni, .&u cus vage omonime, sono punti della, 


vella,. 
Cerchiomo fe Aue tracce ((nterserioni) col piano 2%; 


Lostesa porte z=0 nelle due equazioni’ ed dvremo: 


! dd 
bi ex+by+d=0 -la k Sr 
XE Te; = «2,50 
h= Rohe: 4 |a | Sta 
ab, EGR 
Cerchiamo le tracce co/ prono XZ ; (4-0) 
” d si @ di 
ti - ax + G2+d, 30 Le ul 
dg Ra 
ae +d,= a RES 
Slate ti CA cl CIA 


@erchiamo Je tracce col provo: Ri (x=2) 


H di e, ba di 
e . 44 + G4+ di zia 7 bed x 30 


e Ù 
E°, 3 524 + GR +d30) "€ ft & bi & 


Jpurt A4,8,C debbono risultare allinesti, bastano 
a di essi per serirere la doppia. uquaglianza . Pene 


rezilicanii, por # ‘allineamento, ehe: 
Xe XA Se-%m _ Ze-Za 


Xe ZA Ga In © Z8 ZA 


AE e Ver) (gf e | do cui: 
Coi X = Laz); COIA — (data) } cf (Ca 


Condizioni di opportenenza 
er 


DI Un punto appartiene ad una tella. se le sue coordi: 
note verificano / eouorione della setta. 

3) Un punto appartiene ad un prono sele sue coordina 
te veul cono l'eguarione de! piano. 

3 una retta appartiene ad un piano se le coordi: 
nale sopracatcotate di A,8,C verficamo le 
equarioni clelle tracce fel piamo. 


Esemvi Pumeriei 
? 


4 Dato il punto Pz/3, DA 2) dervere / (equazione 
della stella o prioni possente per Pal 
a (x-3) + 5(4-4) +c(z+3)=0 


axtby+cz - ra+b-2)=0 


possiamo dnche serivere: 

cosa) (e-)+ ea 4-) A frneriezena )(2:9) =0 
OK d/ variare de parometr Xe si ha la nds led 
arme ole piani della stella. 


YDalo i punto Pl, 4, -3/ Jervere / equazione della, 
stella di relte passanti per P. 
(x-3), _ (4-4) __(G@42) 


Coi) © 208) rale 


3) Dota La vella: g2 fY79174130 
x +24 -Z4+2=0 


trovare le coordinate Selle tracce della 


(Brconsi fracu 


rela Au prioni eli eferimento. 


di' una vella x punti se inferserione dlella rella cov 


pren di riferimento.) 
Ii =; Ap, 


Sul prano 154; <=0 Carli 


231 Aido: 
du] piano: XZ ; = 0 si Xx= 7 iZ3$ 


sul piano: Y£ } X50 Ta MAGRA 
Le covordinole clelle tracce sono: 


3.9) 1 W-8:0:4): lo) 


4Jdata la retta e=fx-9*2415 SH derivere 
ri RESTA Xx 424 £+850 


l'aguanine del frscio di piani passonti' per t 
L'equerzone della vetta © quella clell'esercitio prece» 


derte per cui er anoetemo der punt di tracia caleotati 
deriviamo l'equazione del piano: (x 44jy sdelze 1=0 
passante per 75 aremo 044344) +1=0 da cui: 


4: +4 - 45) > (EPG -$9)4 +4 +4 = O; <l piano 
pravnte e (2): GI) 14 0; dt $ p-t-40%) 


4a & #97) + + pl “5)4 *[E)z+1 = lo) 


l'unico parametro per del: finire en piano del fasio È af 


Basterebbero /e coordinate di un punto non apportenen, 
te ola cella Le definire 4 piano . Se sostluamo 
(ehe Sipardiene alla relta sita: 


AAXHE9)+ NE - 49) +0+4=0 


+4 sf 4 gf =0 


verita che <l pento z appartiene a/ biamo indipens 
dentemante da (4 ee appartiene alla rette del fase. 


pato: 53 è moltislicamdo ped Ad ha: 
& +4) x +f-44) +(34)z +3=0 
eguorione del fasuo di piami possenti per lè rello 


peremetro. Por 30 + 24:j+3=0 (piano porallelo «<). 


3) Dato ll fasero di pioni : 4A) + (144)4 +8 43:D 


Lrovore l'equazione del piano passante per. Pes) 


sost tendo: 
Gi): +l-sh)t +6Af) +3 50 


6+3)41-4\-(\+3=0 > {\=40 dele 


eHe)x *(t-68)5+ w: +3 =0 
2x-334+30Z +21 70 > 8x -Hy+l02 +7=0 


che € l'equazione cercata. Verifica: 8-3 -4-1-109+f=0 
co) | conii _ 10. ya 
Vers P Erri i fas Vas 


6) Data (9 retta. LAI, verficore ehe 


x+24-2+230 
appartiene al piamo : 8x-114Y+102+} =0. 


al queta cetta abbiamo gia: calcolato le tracce (eesizo 3) 


Te(-4,-4:9) ; no(-4,0,4); %e(0-3,-4). 


bosta che due punti soddisfino l'equazione del piano. 


sot lzendo TL: 4) -1(#) +f=0 -+-3%+11431=0 
Sosti liwendo x: 84)+ rof4) + }= 0 — -24 41041830 


È già duffrerente, ma 4otilziamo anehe: T 
EYEI)Ht9et 0 = vascsorteo 


7) Dati tre punt 1 Asl, tata); 8(%0,I9 2a); che dio) 
nSerivere l'eguazione Hel piano possente per essù. 


Sastituendo ordinatemente le coordinate dei punto nel 


y ” Lo di ; 
/ equazione generica di un piano: 


oferiomo bre eguazioni' nelle incognite: B y 4; & 
(4) +4)% + 3-4 
& Xg +5% + e$ 
& Xe+ (IS + (Tee = -1 
applicando Cromet: 
2A Yan ZA PI % Za Mod ZA Za 4% A 
xs 98 Ss (2A; [1 95 78(-Ay;jre 4 Za PAGI AS Ye 1 6g 
sete Ze 1 de Ze xe -i ze | Xe “n. 


sostitendo nell ‘eguazione geperted del prano € 
moltiplieando per A4 ha: 


[fax 0)4 Bg +4 0 | 
pra deffagiro È 


19INZA Pes Xn 4 = MA da Za 
Ci Bed + Pe hl + Pabllzt [a44/= 
ni ze ren za n ea 


e Tell 


8) Scrivere l'equarione del piano pe 7 punti : Pe, 1,3) 
HEL-1-1 i wzC-8,4 +2) 


3 1-2] |{2z0] [100 
A=h: 1 - afati4-e]210 1] 54237 
La io e] lasal asa? 
FE use 0 0-4 
Adel oa |a Bri = L9(4)= +8 
-iorazl bt? 
3-42 1-30 100 
By li ele peeife Ps ei-4- s3u4 
Lao azl asa] Tassa 
3/6, so00 
dy 2 po 21|E ftt =(4+1)5 = +lo 
2101 Rai 


v . - 
LL equazione del prono sora: 


sx-1y+102+}=0 


mollo. dell 'eserciaro 5) " 


(equarione identica a, 


9) Verificare be È puoti N 13 (I, I, 1) n «d 
NE (2,4 +2). tengono alla vella: 


AIDA 
x+24 -Z+42=0 


basta sostituire: 


1) AE 
-1 22 +1tè=0 (H verificato) 


2-4 +2414=0 
n) { 
"2 +42 -2+12=0 & vefitoto) 
Possromo serrvere l'equazione della cella per Mu 


nella Orma | 
f (x+ 0 840, (241) 
(241) © (+1) (241) 


e;ot : 
(x4 1} È (441). (z+ 1) 
nl) 2 3 
porehé : fer + 143) = Va i cosenì direlfori della 


—_ 1 è $ 
relfa N x i 2043 ; C01 } cf x 
a NN Aatanno CA Ta! AR Va! r: ruzi 


«I pon paralleli agli assi confenenti lo_retta AN soromo: 


parallelo a 2: 2122-44 9 2X+44330 
parellelo adfi 3%+5=2%4 3 3K4z4a4 50 
porsllelo dx: 3413 =8542 o sg-ezti=o 
de facce della vetta MN sus pron di ferimento darenno : 


per #20 aul piano xg i Ari Ik i 4-64 10) 
Apre GEO DE age Ep zato; Tek): 
In= 3; zz: 4); Gs(098,00)è, 


ciro 3)) 


lerci 


per X5D n 


19) Dote le eguazioni di: tre piani, trovere ;/ 


pun to eomune. 


X-Y+2+4=0 
Xx+%-2 +2 =0 
3X-24-% +44 =0 
I determinante dei coefficrenti è: 
4 1 +4 4 00 
4+2%1f2A:|4 3212 -12+2 =-10 
322% 314 
471 #1 oo 
2+2 -A|= 43 3 |= -8-3 
4 28-41 4-4 : 
444 400 
4 cile ii Vela 
3 4-1 3224 
411 400 
42 2 A,=|4 3 >-6-1=-1 
32 4 342 


Se PI «/ punte comune 


Osservidmo che se il aleferninonte dei coeffrerenti € 


zeeo, punto E «ll ‘rafiito, ee /e fre celle, (pfersezione 


dei tre piane, sono fa loro parollele, ma bastò che anche elie 
pransi 51900 peralili per. fer che # pupto comune sig al: 


L'infinito, ed ih questo caso è all'infinito anche la 
terza retta di intersezione. Se due piani seno par 
ralleli, due righe del determinante der cogfbicierti 
sono properzoneli © adelirittera uguali, per cui A=0. 
Se è tre piani sono peralleli, Je tre velle intersezione co 
nocdl'ihfinito, e fe he righe del determinante del cosferenti 
Samno elementi proporzionali. (4*©). 

Se due ughe 509 indipendenti fra Jero, CI Alomgn 


diamo come dere esse la terza 2/96 fimehe le Te 
zelle di inferseaione cler tre pian, sino parallela . £° 


evidente ehe. il Lezo piano dere essere porollelo alla 


87) questo caso, la terza GI del Aeterminonte dii 


coeffierenti, mon serd proporzionale ad una delle 


Pltre due wghe fe bro rndipendent, ma sad 


combinazione fineore delle vifre due righe iv 
implica: A=3D; ma implica anehe che ciascuna 
riga, puo essere si guardata come combinazione binea 
re dele alia due, ubi | Ciascem piamo è parallelo 
alta relta comme agi hey cl, 

Puesto prebema e gorta a conerderore fe con 
dizioni di _parollelismo e di perpendieotarità, 
fa tette, f72 piani fa promi e elle. 


Condizioni di paralle lismo 


7) Rette parellele hanno gl stessi coseni direttori. 


cioe de seriviòmo l'equazione i due velfe va ferma. 


canonica ; 25( e - La AA ) 
A ari Pa 
= Xe 2 4-4 Z% 


Mm na 
dovra” essere: È | 
” 4) = I > N. ke cotante] 
/l ima mi 


affinche le due stelle gino parollele. 


Se invece le che vele sono espresse dalle eguario: 
mi di due conpre di piami: 
UZÀ 
ax +b,4 + G2+d, =0 
ca [ 


mex +69 + Gr+d, =0 


d È. +b;4+0z4d, =0 

° Quxtbj+aaz+d=© 
Spiehe' se le due rette sono parallele, ogni’ pramo 
deve essere perollelo alla vetta comune cli altei due, 


arzemo: o, 5, e, | a, b, €, 
ar bi Sl o |a bh ci 
a by Ra b, 


ove nessuno tiga € proporzionale alle oltre sffrehe ke cele simo 
reale. In ogni caso, se le celle sono parallele , qualsiasi 
deleemmente otfenuto da una qualsiosi combinazione hi Ére righe 


fera EA, IA, za 4) ere essere nullo, [ basto vouficarne dae}. 


3) Pani parallel’ hanno gli stessi cosenì dipeftori 


cioù ; 


T= Q,x +big+ cz +d, = 


' 
IL) 


7 a+ hij+ 0% +d=0 


Sei dee pian). sono paralleli dor emer. 


CRCR? 


Se amehe dA,=K .edlera + due pieni Semo eomesdenti. 


dda condizione A parallelismo fa refte e prioni 


puo” esprimersi in vori medi: 
4) Se 4 piamo € parodlelo ad mo dei due piani delerni 


rami fa retta. 
ee e ax +h,4462+d=0 
ef 


Ax t ba4 +G34+d,=0 


Uli Qak + bay +02 +d350 


Ciol ge: day) - bh - = =K seotante. appare de 


Za, 


CANI Ly. » N, N = entoute 


Se) se il determinante dei coefficienti e cero 


(compronale «dd cono precedente) evi la retta ed 77 pino 


aa bi 


sono patate ge; [e ho 4 
Dad & 


de) Se /a retta & espressa ‘n ferma canmica , pus 
Sempre tiolursi a due distinte equazioni lo doppia 
uguaglianza. vicadendo così ner casù precedenti + 
Ar'uroluce è 
e Jr ty - mXa+ 4g 30 
mx -La -n%tlz,=D 
<A aL pramo ha per eguazione: 
TE Qik +h;j + 692+d,=0 
pe u parallelismo dora essa: 
m-£ 0 
È gp. aBblad 
a3 bi 


34) Aln vetta € parollela ad Aus piomo 16 È 
Z 


relta di giacitura di an piano perpendreolaze 
al piano dato 


Cio ruol dive che 1 coseni' oMivettori della retta 
debbono quaglia i coneni del piano pacpendico: 
lare. ge € piamo perpendicolare 0/ prano colato ha 
per equarione 1273 ax+byiccsd=o e Ca alle 53A > LAI 
dora cute : 3 = yy K= cofaute. 


£qguazione -segmentaria del piono. 


Siano: P, @Q,R dre punti rispettivamente sull'’ase % 
sull'asse Y, sull'asez; e diano: p, 9,8, le cifanse 
da @& origine degli aussi oli questi tre punti. Ciod gia: 
oP:n; D@z9; OR=t. 


ode equazioni delle tracce del piamo passente pet 
POR, Av piani: XY, XE, YZ; espresse ‘n forma 


segmen tario saranno: 


Yi . = ; +£.: 
+epil; (ap ; [4+E1 


e poiche è punti del prano debbono soddisfare le te 


equazioni , eispeltivomente quando sono nulli: Z,5,X, 


dovremo che l'eguazione segmentaria del piano serd: 


ove moltiplicando per (pg), abbromo : 
(9°) x + (pe) Y + (p9)z - pg =0 | 


(3) 


che e l'equazione ordinaria del piano ore: 
eg); b>P) o <P; depp). 
Si noti ehe p,9,%, sono gli spigoh' di un parallelepie 
pedo trirettangolo ore a,b, c, Homo le aree delle 
facce sen poni: 42, x2, 44} mentre ld) € dl vo: 
lime del parallel vpede. 


Dividendo la (2) per yatib's e = GIO (pt, 
abbiomo Z È 4 1 


anne lr)fa- FE 


vinci - 
= a n 4 AE: GEA, 
MEPE' Weve ei RA 
che peterò offenersi direttamente dalla (1) divi» 
denolo per: (PRESE 


Interessante notare: 


‘L0 distanza di un piano dall origine 
degl assi e jl recsproco della radice qua 
dato della somme der quadrate der reev> 
proci des segmenti staccati del pino sugli 


gssi e misurati a portire dall'origine stessa 4 


=, not, ebe 7 segni possibili di p.9,1 seno le olisposrzia 
ni com eypelizione di due elementi (+,-) di dome tre cioÈ 2°= 8. 


e quindi lefer noto ( degno did (da ossumere assoluto) 


Dimostriamo che 4 pun to N, intersezione di 
un piono con lo pormale IZZA, digiacituro) uscente 
dall origine degli aui, € l'ortocentro il 
triangolo POR (dinitato dalle tracce del piamo 
sul prùm, di proiezione]. dia:(ax ehy ser +d=0) Lig) tak 
z si Prg hi Nel fascio di piani passar, 


ki per ON, (tutti perpendi 
colori @ PeR) Vi sOnO 2N 
che ( provi che passono per 
gli assi : X,4,4; per esempio 
i] piono paesonte per /lasse 
< quindi perpendicolare ad x5) ep DI quindi perpendi 
colore a 208) è necessariamente perpendicolare ole vett 
comune Pa; asso avea, per Craecia su XJ la rel di 
ed incontrerà” PRR secondo Lattea, RI ( dereodo 
lele fe vette pe MGpportenenti” a questo piano esere 
perpendicotarni a PR ). Andlgo diieorso per il piamo 
passante pe 4 epa ON che haccerd /'atpazò Ph, 
e per il pramo passante per x e per DI che frase 
IAteza FI. Per cu' essendo N comune ale tre alle 
ze PH, 4, R% è l'ortocentro del d-;angolo PR. 
W=S ; Xp Fer; fa -deng ; ty Sessi ; N33(cosirenfi, cnr) 


naolo fr-6 due pieni due vette. 


Due piani chelanno 
unà vela 1n comune fe 
mano gualfro angoli’ die 
dri, dhe è die ugueli’, 


se opposh al vertice, o 


s@pp temenfari,, de adia 


centi. Gli sfessi Angeli sono formati delle retta 
di giacitura : 

Consideriamo quindi due vette di graeitura 
uscenti” dall'origine © degh' assi; strechiomo su 
td esse .L segmenti ani* 
tari 0A34:0A,=4; 
esspettiromente su © di, 
dle coordinate di A è 
di fj, sono i coseni diret 
tor di x ad 4 ; È: 
A=(eosd cnp, cat) ; A 3(c5% 60h, 20 

Perciò essendo : 
(44,)° =). + (4-9) + (Za vo) 


aremo anche : 


(FAY = eo-cne) fac) crt] 


< viluppondo TA quadrati i 
(a) sa (ent +00 4 esta (esi, scali, +colt)-otriconicofcafi scatti) 


ercorolande ehe la somma det quadrati der coseni direlori € 4, 


| ARR = 2-3(c0sca4, + cospecafg, + eosr cost) | 

Ap lebiomo ora il teorembdi Carnot al 
Triangole AOA,, e sa A0A, Pi si, l'amgolo gpposto 
ad AA, } tenendo eonfo che 0A =9A,=4 ; abbiamo: 


(af L't —2004(A6A ciot : 


Confrontando le due espressioni di (#)° 


abbiamo: 


co 5%) = (Costensd, + 0098 c09f, + cole, 


Formula molto mportante che fornisce [angolo fa 
due cAiterioni considerote di guacitura e _onche 
L angolo diedro ffè que pròni. 


Abbiamo detto clipezioni anziche’ velte perché 


là formula vale anche per cette Aghembe 
Fobé: (cos 90% o) l'annullorsi dell ‘espressione 
È ache condizione di perpendicotarita 


fe piane fa belle non aghembe ,ei0€ complanari. 


Condizione d perpendcolorità fa piani. 


—e fra rette 
«srano” 2,x + hg +02 4d=0 
aan +hy ++ =0 
le equazioni de due piani; seppiamo she i 
eoeff esenti sono proporzond//) ai cent direttori, 
Giod: Keoiq =, ; Keaafj=b, ; Kecsk=G, 
Kaevid, 3R, | Menifi=h, } Kgco86,5G, 
La condizione di pependieoterita : (lin): 9) 
CHA, CHA, + eopent, +Cbid; cf; =0 


sostituendo abbiamo: 
di La 4, b Ct . 
Krk, * RoKo vi KR: a 
€ moltiplicando per Ki sha: 
| G2a,+ bb, + GG =0 
dendizione di pecpendicotoità 


fra piani 


Se 4,M)%; eD Lr, my; sono valo proper 

cimoli ei cowmi diveltori di due getto Complanari 
razza] 

Si ba la condisone di perpendiceterite gen 


relte comlonari © Airzioni Si rafe non complanari 


I seno dell'angolo diedro si due DINI 
Sia, 8° l'angolo diedro der due piani, eroe lan 
gelo ghe le direzioni di grocitura , dbbismo: 


cos(8) = n (mi bb 5) 


eve: 4 3 Vate bee î Ars fat h +e ; 
34 luwppan do e semplificando evremo anche: 


Rerereoe na(eabb + 9,0,c%1 sg 


lmostrrsmo abe l'espressione «otto ssofea «gu vale e: 
Aa hi bi c, (ch 0? 
+ 
Q di 
infetti: 


bb. n i < Al 
(ab bar) dl + Bat - 2a,abib 
(bt - 4 DE blate ci 24,600, 
(cia-aafz ato eat a mac, 


commento = att rar aib'azibe et) 
iaia 


percio possiamo serirere : 


dee (8)= Ha A + lid DI 


e aj 
& 


nd anche: 
set) (iL IALIA 


1coseni direttori della retta. 


Quando lo rettà € definita dall''infersezione 
di oe piani, 4 suoc coseni divelfer sono comu 
ni alla diezionalità” delle velte nd essa pazalle: 
le je sono legati alle due direzioneliti delle 
cette di giacitura dei due piani. 

Consideriamo guindh la vetta pardll lo pate 
samte per / ‘ovigine degli assi (orse gli sfessi cosemi diet 
tou): la + 5,4 +04a=0 

Qik + b,4 + 250 
consideriamo, sutale vettà, i punto P_tale che sia 
smitaa lo sua Arstauzò dell ovigine degli ani: 
DOP=1; Avremo che | coseni relfori della vetta: 
cop de i NP ki cofib):3e; 
Sono fe coordimate di' P 

Xp = coxXt) 

Yp = cosè) 

3p = colt) 


Poiché Pe uu punto della 
vella, possiamo sastiuia fe sue coordimote’ nell ‘equa. 


zime-dellaadta stessa-ziArtemo : 


a costi) + b cali) + ci costei) = © 
{ arene) + by col) + c, cose) = 0 
Questa coppia dr equazioni omogenee nelle tu raconi le 
20x68); cosl$@ j cali) aid essere sevilia: 
oca + beats POI 17) 
Quo + hacostf ==, cale) 


usolvendo im fenzione di cos) olliamo: 


all o La 
i ot È PONI 
CoA (dè) = sentiti const) = meselio a 
Li 
da al a, bi 


Poiche scambiando due siohe o due colmne su dela 
mindnte cambia segno, possiamo serivere: 


A A 
co) _ colî) - CA) kat) 
da li a, b 
C Aa di, bi 


bh, a 


Abbiamo così le uguagi uaglianze : 
cokè) “ki al ; coli) = 402 21, cogàj:k 


m4 la somma der quadreti za, tr direttori € 


sino, persi Rf|LEI/E2]"+] aiiff= + 


a, bi 


ahi 


è |a, bj? 


b, e]? |® 


Ca 


UCAS 


£ ca pessibile esprimere | cosenì diretton della 
vela. du fenzione der coeffferenti dell'equazione 


VEE | cosi dirattori 


della tetta: 


5 RA "0 
ax i yeezed=0 


Cos(kè) = —_ el 
i DIST Adalii hi 
RACE MOT 
4 i 
coslurlza= —________=—_—_—_-; 
(4 ) safe cf CA n] 
Lee 
(e a, b, 
A 
cozi).= bl _ 
ba | a, hi 
elle al È Al 
e E A 


suol prududti 
de d, «d, 


Per memorizzare U calcolo der coseni 


Arettor; 


ossramo consrderarne t4 deferminonte 
offenuto dallò motrice der coeffierent' vlata 


superiormente con È comeni diveltori: 


cose) cosè) cost 
a, b, e 
di La la 


resto Setermimante pa gp 


elementi: della primo tiga € scombiamoo le colon 


ne dl seconole minove per caRpadane, s'ha: 
2 | & n | id 
È costat) alt 9 (4%) co + cos($t) ari 


sostituendo <L vo lore ola narnovi : 
Ae 4 (ee è) + cos Cid cos )) è 


Ga, À, 
eri 


CIC 
Ci 


be 
LISI 


dia 
die 


Cioù secitto L determimamte : 


eni) cn 
As|® ha € 5 
a, b, & 


‘ volore di un coseno direffore è dato dal 


sco minove diviso A= Visitati si 


Abbiamo Visto che detto 0 l'angolo diede 
der due premi determimnamti Ca vetta 4 


ha auehe: AT h SE Slatt” = sr Bf clara) 


+ |aat, 
NT f 
quindi: | cosi) = [na] /aee0 ftt] 


fa) |A OZ ak, +0, hr) 
cono) = le ai - 


e eiefe.t (pus (abc A a) 


Blcune considerazioni sul parallelismo e 
sulla perpendi colerita 


Abbiamo g1a esposto le emdizioni dh ‘pordlleismo 

e di perpendieotarila, ehe «infelicomente ereprloghiamo. 
Farallelismo: fra relle  (sfessi cosent oirettori } 
fa piani (stessi over direttori ) 


he, 
{ta pron e velle: / Di Le 0 ) 
iu ld hé 


Perpendicolerita' + fra rette :( bis mme nm 30) 


fa piani 2 ( math 660) 
fo velle e piani : & valle dd vietare, cel pro) 
&7A E) 
«fa condizione di' perpendicolarita! So prioni , 


afferma «7 essere nulla /o somme der prodotti dei 


coseni omonimi © dy'velori 34 esso ‘proporzionali age 


femule: [cord cos, + A01p209fi + nenti =0_ 


£° evidente ehe un piano perpendicelore ad un attro, 
€ parollelo alle velle di giacitura del piano ole € 
perpendicolare . Quindi se l'equazione del ‘prono Tx 


ba come coefieienti: by, %, 
(Erqporsioneli ai coseni chirettori 
delle sce velte di gizertara) el 


= € perpendicolare a Mr le cui 


velle di'gracitura abbiano 1 coseni direttori proper e 
zibno/ ad (4, me) pe la comdizione di perpendi: 
colorito fa Mel, csemo: 


al, + bm + cn 50 


questa formula € condizione di parallelismo fra 


-. +bf+C2+ d=0) e le vetta. 
23 (tezza) » Sita) » Gt) 
Possiamo call Fahomse a» modo diverso la condi: 
zione di parallelismo fa piani e telle « 
‘Condizione pecessoria e seffrerente offinche” sue provo 


ed una tella siano parodleli_è che sia nulla fa somma 
der prodotti der coseni omorimi 0 di velori ad essi 


5 4 
proporzioneli 


Al fine di dfrontore gli eserersi è bene ticordare che: 


4) Date uma vella, le velte ad essa parallele semo infinite, 
ma vene una sola passonte per un punto dato. 
vata tuo, vella, lo diverioni al essa perpendicolari seno 
infinite nello spazio trrolimensiomale, e le tolte ad essa 
perpendiceotari sono pure infinite . Se fessione un punto 
sulla velta dala, le vele adessa perpendicolari e pas: 
santi pet quel punto sono pure infine e costiliscono 
(/ piamo normale olla relta passante per quel punto. 
Na dala uma relta ed um punto fuori di'essa, vi € 


una. sola vella che passi per quel punto e sia perpenol= 
colare alla velta data . 

3)Fata una vetta esistono infiniti piani ad essa pa 
ralleli, ma n È au sclo piamo parallelo che passi 
per un’alha relte data che sia sghemba viipelfo 
alla prima. Co dale due rette aghembe esiste 

uu Solo pramo, passante per una di’ esse che sà porellelo 
all'attra 

4 vata una velta esistono infiniti piani ad essa pers 
pendicotari {ginertia dipiani), ma uno solo passa per 


dem punto assegnato qualsiasi jerse esterno o sulla alta. 

5) Dato un piano esistono infiniti piani paralteli, de' quali 
uno solo per uu punto assegnato 

4 dato un pramo esistono infiniti piani perpendicotare 
2) ero par ogni vetta di giactura] ma me asiste quo solo 
passante per uma vela asegndte nen orbezonale 

4) Dato un piano esistono infinite vele parallele a diifauta, 
assegnata, ma que sola che giace su ws alto piano asegnaio 
che nm sia parodlelo ad primo. Cioé doti due premi mon poralleli 

suite wua alo vetta che, a difanza. aneanata., giace su uu. piamo dd 

È parola all'allzo. 

ÎFato cu piano, fua le infinite vette ad esro perpendicolari (cella 

i gricitun] ita end ci uu punto astegnito. Li 


Fsercie, sul poralelismo 


Fata la retta vs(620 48 2 E] perire l'egnà 
zione della cella pazellela passante per Be(ka 140 3a). 


7, 2 
equazione sare; 


‘au + bg 4+02+d,=0 


Idata /a vetta ee(0 Lilia 2) frovare l'equarine 
|A I AI ak + deje +14, 0, 


della rella poreallela. passonte pet è CAIZI) la da) 


= (42%) _ 2-4) 
c 4 a bi 
TE A da, ni 


h 4 
equazione sang: 


3) dalo «€ piano: Ax +64 +ez+d=0, derivere 
l'equazione del piano perellelo _passonte per Bfstyz 


L'equazione sona; a(x-ra)e bs-4)+ c(-a)= © 


Ciot : [ex + bg + 02 - (mre+b4gt 634) =0 


avremmo potuto dire n guanto è cosenî alivelfori sono gl 
stessi proporzionali ad a,b,e. nel priano parallelo varieta’ 
solo d'ehe indieberemo condi e porche £ eguazione leve 
essere soddisfatta dalle coordinate di B nemo: 

a Xg +5 + Cz +d=0 


da cui dj= — (2% Hb g +2) ee : 
axtby +ez — e queez, =0 ] 


4) Dato il pivno s(ax+b4+ez+d=0) nerivere l'equazione 
del piono parallelo oliafonte Àh_e sia più Lontano dol 
centro assi. (a pati dilata ipiani eno due uno più vive an pi lt 


olrirdiamo Ll uazione per a'+b'+ c* 2a 
(eos4) x + (1p)4 +(o17)z -Y:0 


perc l'equazione ziehresta sora’: 


(enajx +eppye en) {4} so 


Esempio numerico 
sia: CRIVEZZ -z=0} il promo dato e sia |kh=% 


/4%+2%+3* = VAZI 


MIO SV ASSS APARTT dA 
EC GRITE O 


5 


250 * grp-ns 
gr0 zi qpessii 


230 ze np t7 


-230 


Re 
Fei 
= 14,48331 ; Rist 


Que UNE | RA 


RARE; R3883 


NB. se cvessimo esehresto il piano pa 


rallelo più vermo al centro assi l'eguarione sarebbe 


state rag irestraico ad. 


$) P.2n0 parallelo ed una data vetta 
La conditione di parallelismo e gia stota Aisewssa : 


de la retta € espressa da . ZA 1h + La) oppure 
(4 m = 


dalla copia di gian: sax +44:G24d=0 gg il 
7 f dx Da cia +di30 se 
promo # esprimiamo cen: 


altemo: a3£ + Simi Gn 30 


O figlie] 


questa neconda - che esprime lo nfeso con: 
ceto della prima equivale a: 

CA e, 

a, bi cr 

a, bi cs| 


ehe abbiamo trattato all'inizio. 


Ha. laltocid non basta per define sur piamo , cioé 
trovare le tre incognite 4,» by, ; sl, 

Non basta aggiungere che il piamo sia passonte pet 
83°Cnha), perche per $ passa una tetta parallela alta 
velta data ed asse del farei di piani lutti paralleli alla 
setta dota, meno quello che fa confrene. 

J/ piomo mon € defimito peppure se dieramo: distan, 


te 4 della velta. data perché abbiamo l'insieme dei 


piani taugent; dl cilindro di taggio W Ae la cela, 
dala è asse. Quindi per formulare un problema 
possibile si dia : 

“Dale cue celle aghembe È 64 lracciare <l piano 
passante per 4 « parallelo adt.” 

Per esempio se la vetta 35 1A rgiazeloo abbia 


x +84 23850 7 


mo visto: (fsucciaio 4 pay 48) che l'eguazione del Fascio 


di' piani e espressa da; 
HA) x + b-4)y «64 +350 
ora de la vetta Lt è espressa cla; xz%, Hun. gta 
per 1) parallelimo dorza' essere : 
Er)e + ((-44)m + (84)m =o 
A(e-4m +31) =(3t-m) 
(26m) 
À (L-4m +30) 
e sostituendo À nell'equazione dal fareio d'giani 
passonti peri, oltensamo / ‘equazione del piono ehe 
e anehe porcolle to ad è. 
Se Imvece /a, relta è fosse dala netta dorma: 
Chi I2:k sigrer+d=0 faster Litolvere il determi. 


CRIICRA ATA 
an be ce 


nante: " 4& € | im funzione dii e sostilu 


#0. come sopra delta . 


DINI 


6) zetta parallel ad un piano dato 


Come abbiamo gia ovvertito , il problema ommette 
infinite soluzioni, occorrono alte dat dffimehé la. 
retta porallela sia determinota -—Se ‘imponiamo ehe 


passi per su punto 83 (ka,4a/t3) mom basta, perche 
abbiamo tutte le relle del prano parallelo per 8. 
Se ‘imponiamo che la vetta appartenga ai re piano 
mon parallelo ; mom darte , perche’ abbiamo tulle Je valle 
parallele alta relta comume ai due piani. In 
quest'uttimo spotesi Sastero! imporre uma distaua kh 
detta telta clal gramo cui e parallela. 
3 problema potra’ lormularsi: Doti due prami 
msfax+by+osid=o); Tlaxehig+ez +d, =9) 
dovere / eguarione della retta appartenente a 9, 
parallela a 7 e hstarte da esso kh. dalta perte 
più lontama dall'origine degli assi y 
Utilizzando esererzi g19° pi, troviamo 4l piano 
parallelo a Te distante A da esso (clalta ponte 
specificata), de VADA quanto piamo, la coppra di' equa 
zioni di Ii e è l'equazione della retta rche 


ala. 


Fima di afrontore un problema e sempre bene rendersi 
confouseramndte»solusioni deferminate. 


# Relto porallela a due piani e possonte 
per il punto 85 (a, In, Za) 


San: Rx +b,y +9Z+d,=0) 
ms(a by +24 = 0) 
< due piani dati; la retta vehesta ava dl co 
Jenr direttori proporzionali a: hi “/ i E #l 5 Di 7 
pere l'equazione vehiesta sad: 


| x 1) (4 4) _ _&-%9) 


@ di 


Riel da4l dec | 


8) Prono perpendicolare od vlt due e 
passante per ,) punto 8 =(xa 4g 8a). 


la rell'a comune ai due pian € vetta A gra 
rà sa cercato La giacitura di tal piani sata 


TiboR ohi: ATEO 


ore Ì= Dil dal centro assi È it valore parametveo 


se i piamo dere passore per B 
/ 


va aio +|E tive] ntla 
VESFIEZA] EP 
hai 
sostituendo I 1° ha: 
LG |y gt @ bil | 
“(| Ma coste nese calo 
che poteya, «seriversi: 


(ha CA je 2{4* 
RATESE RR CESD FA AZIA 


ay biz 
Qi be] 


luna] * +e a 


9) @guaone dell insieme di prioni perpendicolari a 
due piani dali. 


Tenuto conto che /a vetta comune ai due pramù 
Tamibysoaid=ole Tilaxsbyrazid) è vetta 
di giacitura peri piani perpendicoloti ; delta Da La 

diifanza dei svngoli’ pron doll'ovigrne ed assunte cor 


me parametro ra avcemo 


b, 
MES + SVSREI 


eguazione che avevomo gia ‘ scritta nell'esercizio 8) 


i SL, 
Ii el 


i; ione della giacitura Ai piani parole 
li perpendicolari ad una vetta , (vette di ‘grouitura), 


espresso _1D fermo canonica. 


Esererzio onolego ol precedente: sia I La clistana 
di eranean piamo dell origine degl assi, ed assumiamela 


Come porometto dell'equazione, areemo : 


Lx + mY+ nz -3/£+mt+m® = 0 


= Ù - 
che € | eguazibre 2ichresta . 


4) distonzo di en punto de una vetta 


a dlansa ali un punto 8 "la 98 79) da une tela 


£ misurata perpendieolormente alla cette, cIDÉ giace 


du un piamo ad essa perpendicolare e passante per 8. 


A 
I 

nl. 
: 


i 
Le” 


7% 
' 
' 
' 
' 
' 
Ù 


IVaR 
y 
T vetta 


' 
' 
d 


Esererzio che abbiomo eisolto, per 
cui l'equazione del piano : 


daccifen) fe aele49+ [e fera) = 


Imferessa trovare /e coordinate 


del punto T di intersezione fra la 


belta ed i€ piamo ad essa perpendicolare , che semo de 


terminate doll ‘imfersezione di tre pra percio! 


be | ih 
nas dae) [ast] A > 
= be, fw [an by 
si bi si fc] Li Iole A CI bll È 
Ai bi Ca 
hc, c bi La) 
pel x +[cLaJtat fas ta = Ja 
POR EI x 
cd, b, co | 5 der > T=£ 
di ba SI 
auologamente 4 = DI i E = da 


e la distanze | 


1) Vestonza di un puoto dè un piano 


Tale distanza 3/1 misurera' sulla tella passante per 
PIA punto: = KcyJe Ze) è permenditolare al piano 
Tz (ax +by+ez ed = =9) Zale vetta sasa: 
| xd 4-40 (2-4) 
% é c 


equaime ehe puo seryversi: 
bx - 44 +0 = (x -24,) 
cx 0 al (CK 74%) 
a_n 
J punto T di intersezione fia la vetta ed ;l piano 


dato è comune ai tre piani, percio”: 


echi (bere = babe (ad, 


Pal (&*+ 6 C @ +84), 


db sla + abie-beZe 


Asgr=|e (xs) e da (A°+8*40%) 


b (bxecag) E 
Se 


boa (bxe-28) i 
Az.= |< o (eke-22) sie iz, È -cdeltrbizzcocn-bet 
De (8245840) 


& b -d 


da. queste possiamo evcdVare : 


(rx) = lare eb 9a + 0844) _ 


(at + 6°+0%) 
4 (arb4, + ek +4) 
(a+ 6» 03) 


ne [AXetb ge +C%e +4) 


(a+ 4° +e*) 


% 4) 


" 


W 


6-5) 


elevando a quadrato , sommando , ed estraendo 
la radice quadrata otteniamo la distonza CT del 
i; 


pento dal piano: 
3 AKe + TA +04, +d 


er = 
Va+ baie 


Alla stessa formula s, puo' giungere molto più 
rapidamente , considerando /a distanza ro 4 
prono dato ed 17 piano parallele perc, che € 
dala dalla alferenza delle distonze dei due 
piani dall origine olegli ass: CT= 5-D 
ax+b4y+ca+d=0 afs-x) + by-4)+ e (2) =0 


fatib4 cè Va'+4*+o* 


=5-5)= d are 543 = cd) 
er add! 5 == 
Va +4°+0% 


CA 


ula, di cu sera. 
sr & 


ch © La, fe 


#3) Piano parallelo ad una vetta, e passante 
pe il punto P, ore fa distano di P dolla eta 


suo minima uspetto a Uli gli atte tunti ole/ paro. 
d, Sea p 


Questo esercizio prepara @ comprenolere if problema 

del segmento di minima distorza £ rà due tele Aghem 

be. Il punto PaA, 7, -3) e Ca vreltà sia 
c3/* -G+24+4[=0 \ 

{x +29-Z +2.=0/ 

sg “a rat olla vela, €: 


mil d=0 
2-1 gel alz* 


d0€ < 
GET —x +24 +32 +Jl4 =0 


dovendo passare per Pz(3,1,-2) arnemo: 


sui 
-3+48-6 +54 =0 133 } 
pH. 


combramoe 1 segni : 


Gerre] (on) 


cà dal s15tema: 
Qi: x-943 3-1 
Sal a x 435 2 = abbramo le 
Li : x 24 -32 = 4 evordimate 


4g. del punto di intersezione: 


07) (4-=29.[z=23] 
[ez] RARE 


I coseni direttori dello vetta per P', per BK essen 
, ; 4 
dlo questa perpendicolare a/ pieno cercato sorenno 


amehe L coseni del piano cercalo 
Ù : 3 
d'eguarione della velta per due punti : 


xp Ye - 2-<p 
op A Gp 


sia x) GL 
#3) 1) 9 
=3 4-1) (24% } 


(53) 7 (349) (#5) 


pero” £ £ ‘equazione de' piano riebresto dardi + 


53(x-3) + 3404-1) -5(2+2) =0 


53X [531 +244-52 -203=0 | SZ [531 +244-52 -203=0 | (e) 


Verri ehramo la eonoheone A parallelismo: 


fu sil egizi zo 


53(-4) + s4(2) +-5(3) =0 
[534 68 -45 = 0] rift. 


da distazza Prc 
53° + 34° (-5)* 4 = 
seo _ 45550 = 4,51. 


Pri = {es 
743 
SA 


Noorametro nell eguazione del fasero dl bioni 


da vela comune, asm del ‘aAeio, Ara todpresenta 


Wide; Vi +6,4 + 62+d xo] 3; = far bgrei +, o) 
° ili 
£ eudente che amebe E eÎ, smo due prami del fosco. 

A ‘couazione più generale del Aasero è: 


| 4,4, Ha.) x +«AborAebe)g a A,)z + dd, Ade °| 


Jon questa equazione, ove ogni coefficiente l'eombiz 


nazione lineare dele (frerenti omonimi di T 
e, furono due parametu ov è dovuto al 
fatto di voler rmeludere nella formule entrombi i 
prioni N £ Soft per A 0 , n ha D per qualyi 
que valve dil,; veeversa per d,=0, 4 ha Tr pet 
Mublungue valore di di. Fero' basta prendere uu 
framo come vsferimento per euupioT,, eioì Ay=4) 
44 aremo che l'oeguarione sr vrluce ad um soto 
baramelto: 


° A, +24) x AA h,4 62) ses la Add +dg= 0 
( ) DA DM 


ove ‘coefficienti sono uucora combinazioni lineori der 


coeffie, enti omenibni Ar LAP: CA x 

Mell'esererzo che nor abliomo gia svolto sul pfaseio di 
piani, abbiamo cseriito l'eguazione di n prano 
generico e le eguazioni di % «Tx nella forme: 


[ (ann tania +4 =o ] 


n tal modo le incogni le per definite uu piono, 4000 
uololie a tre qund visotrendo: 8 è su Funzione 
di 4 , mele due eguarion di 9 el, 4ohluendo 


nel ‘eguazione del pidno generico € ehiamende A=% 


dreramo oll'enufo: BA) +(1-0)4 + 42 +30 } ove « pioni 


RE(x-Y 424420) è Tafk+34-2+9)=0. 


Anche la nertrà eguazione gonerok pui esere videlta dd ave 
re È dolo ne: coeffiermti 2,8, sofa: 


Ayane), /\ bb Att Ca 
ATE Ala) 9 ga + * af 


Ma È più prefico fa ferma precedente. Riduciamo 
; 


OtA IT, e Mm alte dorma: 
Ced x + ch. 4 + coda +0,30 ; CAR +00 esita +)=0 
sosti luemdo 
Go cs e ct) cca] creme) po 
da: 
di crt, + cotd, + 2 cosd,crit, i 
A eròh, + 000.4 è cop cofa ta sommanolo 
Ai coli + cal, + centienY.\x}= X +44 2Acm(0) 
ove 8 È /‘auigolo diedro fia T, «Tr 


quindi : 
(PE Ay cost, + Casta {data Bir affesdi tenfe luo 
vara 4 +20 "4 i indi 


Vuesta fermata e; consente Ah seegheze, fe è pia 
ni del fsi quello che dista I dall'ovigine degl 
assi infatti: 
PS Ad+d | 
A +14 end [ 
SATTA LAI 
(Fax i GT] 


VA EA) 
sa 6 pae — 


Xu (50 Veno) VITA) Falo ST 
(D-4) 


A: (die) TOR Aaa 
Ss 1) 


(0.0, -Denp) + 3 Vi-d}- Fw 
|a EmiT‘ZZA | 


Noto À, baro sostilzirlo nell'equazione del piano. 
À puo essere deferminoto anehe anegnando 4 


prosco dm particolare corno oitefre colla Giazitur: 
CA pes eotd,+ cossa, \ Ape. A l 
pai perde 


=/hrcesti seesta ) ; 
Car =; = acero e LA 
a si di 


15)frano passonte per una retta 4 e paxollelo 
cd una retta t 


2:30) 


% = 4 
da; 42/224 = = } 
[ 2 4 23 / 
lt mA cf 
: [prg +8414=0 ) bet 
Ada : csf gosi A 
\{(X424-2 +2 =0/ ' 


fossiamo scervere l'eguozione dle prioni paralleli ode, e 
ba esi trovare (/ piano passante ped. Oppure passiamo 


d 
Aevivere / equazione del fase di'pion per d e poi frovare 
« piamo parallelo ade. Seguiromo questa seconda seguente. 
4={ x -24-1 SQ 15($.00) pE(10-19) 
° 284 -Z-3050 B=(0-4-4). 
meltipli cameo fed la prima equazione e sommanelo la tec 
aguaione 


de sibi [Pare e] 


4 comi diveltori della uita 1 4ono: 
3 K | L i 6 VA 
per la eondivime di parallelismo: 
NOZIO) +48) =D 
duo = 


soshtuendo A=# e moltiplicando per 5 Aha: 
uzzine dlel 


[698 +694 Ge so n0_| eperine dl, 
verifichinmo che ;l pros paz per due punti clella 4 (Temeze 71,73) 


; fas) tsf+)-203=0 > vevitafo. . 


53 + (5-20) -8203=0 


AF ono possante per la retta è_e perpendicolere 
dl piano Mn ( FREDO 
2 TE { 


x +29-Z4+2 =0 j 


T, =(55x +34 -52-203=0) 
Notiamo ehe, per l'esererzio precedente, La retta, t 
ed «L pramo Ti Aomo poralldi. 


Holtpl'caudo per la primà equazione della retta 1, 


£ dommendo la seconde si ha: A di 
(Aer)x + (A+) Y +42 +42) =0 Pare 


Per So conditione di perpendicolauita con I Z di 


para0telismo con k vetle «l'giocitura hit) siba; 


HA} + GfA +3) +L5)A-) =o 


da condietme è con tata /a giacilura di piam paralleli a. TI, 
percio € (ndperdente da È. 
Risolvendo: À (83 -% -]a (83 -18 -5) 


| (gx —04)4 H10)z += 0 | equazione del piaro richiesto 


Verifiche: | clue punt cella vetta seuo: H5(-124-1) 
Wa(-2,1,%) 


H> -8+/1-10+4=© 
No 16-11 +204f>0 verificato 
sla vette x ig +08 +4 20 
SIX 4344 =SZ-203 =D è parola alla 
vellia.dafa.it. 


JDatanco {70 due rette parallele 


x -4aziiso | [ scgnizit 
Das SIA fo SZ 877) 


davo: 73 } Z5| 
| (K 4424350 } i 
L vette date. l 
Vezifichiamo, prima ditetto, 4 parollelismo. 


O i PD 2 Jigks 


È spor [" sso io fe 855 


veificato. 


34 5 53 MI 


Un piamo ad esse perpendicolare . pet esempio passante 
per l'origine degli assi, «sera: 


x 89 -3% =0 


cerchiamo if punto comune ali questo piano cen la I*retla.: 


d-L1 loo 
{24/3 |! 325 aa = 14 
1-23) dieses 
tI o 07 

E 418. — 
La ara 1-0]3!8983 180 AFLES + 
0-3 23-53 
bali LL 4 

si sto 3 
toa -f=|1-242]=22485t6 dea Fa 
I po-3 I oo 
4-01 bali 

- = =D = 

4 g3-2|7 |P -2 22244342 <F Dari + 
LI) Lea 


cerchiamo il punto comune di'gueto prano co la I vetta 


8 11 10 8 +5 36 


53 34 -5|=|53 sno 154|- flo - 4760 =- 3920, 


4 2-3 fo 0 

-f i 10 -} 1 io 

4203 34 -5|>| 0 -285 +285)=+4425/2) =d CN 
o SI) x, EIOÀ = 248,5 
O 2 -3 dice 10 


8 -% 10 89 34 
“lore - 6102 4 =2F990. +2 


SIA Mi o Dale = 6824 a 3990 
1 o 33 lo o 
LI i 
a i 4105 jggs 2, 204995 4 
53 34h to8iT 5S3 140 23|=, so” 3310 3 


4 -% 0 4.0 © 


La distrae d= |--I) 
de 65 +9 (*4)+ (14-47 
= gy/ 90825) (209)3 (635) 
d=p/BEF 


DA questo genere di esererar È molto facile commetfer 


errori. di calele, pereto” 1 consiglia di' controllare. 


elemento er elemento em modellini è disegni in seoh. 


“)Prano passante per due reffe porallele. 


< vette siano quelle dell ‘esercrero precedente ; 

arcemo: (A+)x + fA+3)4 + DAajz he) =0 L'eguar 

zuime del fascio pancute per la E rella; poche: 

P3 (3.5, 2,70,5) È su punto della seconola rela 
A +1)25 + (A DE + (A )t08] + +9) =0 
A(85-2-25+4] =(-35-4 -45 -2) 


Ex - Xx +10% + =0 È l'equazione 


del piano passante perle due relle perallele 


(84139)x + +53)y + [24- DI + 2445830 
83x +344-5Z+32=0 
l'atpe prauo parate pancude per ln E° vetta 
€ Fax +349-5k-303= 0 | 


la ditaura Fr < due piaci dord: 
di 82+203 dI5 


V83°4"69? : Va330 
d= 4,5/183.. 


Siro le due vette parallele. 


Che vexifica.. 


Coppia di piani porolleli passopt per 
due relle, sghembe. 


; x-Y4+7 +4=0 
— Sano ; ee(frseyiero 
445 MIL Z20 
S5(/ 74857 na 7 1-9 
ole due velte aghembe La brima vetta È ateto 095 
gelto dh molti esererzi precedente ; la seconda € una 
va 
iN 


e quimdi: 
Cx(15,0,2) 
ove A,B,C ; Aono le trocce 
della vettard tracce dit 
le Conoiejaumo: 
Tat4009) lets) 
La seconda retta pe eun Zappresentota, da 
f +0 -(15)2 +4,5)=0 es 
X -454$+0 -45=0 
JU dascio di prani passanti pero i 
(A+9x + (A+) g +12 +(A48) zo 
affinche sia parallelo ad 4, dora” essere : 
le -4+1)À = (1522 +) d A= 4 = "# i; 


(5ra)x +(5+6)4 +(-5-3)2 +(54+6) = 0 

EE SU; +84 1 =0] 
equarione del picno pere lelo ad 4. Ancdoa= 
mente: (A+) x > (45)4 -45))z +5 -15)=0 


14 ‘sguazione del fasco per 8: 
Sospiamo ehe ;° coseni olivettori di & domo proporzio 
nato ai -4,8%;3) fu eu 

+A(-ho -45) = {1+3+0) 


hace) 
Lari x - (4) 4 192 - 8 AS) © 


FX 14,54 +22 -28,5=0 


che è due for aui sono paralleli dt puo vedere 


x 9 
VOrZ go Se a 
ed) 


possono serivers : 


€ K 33 Y+24% -3 =0 


6 X — 334 +244 -5f =0 
pauo la distauza sa x ‘Alice prose | l'A 
e auehe la minima Airtausa fra la due 


reffe a co ai 
S4 = 130931 


ds 2 P = 
Tal Vifor 


<Seomento di minima dlstanze fra olue 


telte sghembe . 


Mentre pe conoscere fa minima distanza fa 
cue rette sghembe , € fl rerente conmeere La, 
obistoneo della coppia dl bian; parolleli ehe 
le contiene 5 DI pre, c)i per trovare 10 degmento 
di 191nIMA distonza , gecerre trovare la 
tetta pespendicotare ad enfambe /e rette 
dghembe n sulla quale € dl scomento di minima 
dodistanza. Pres to problema (che efroveremo ‘den 


biev 10 geomeleca sleserittra) s/ ensolie come 

Siano % cal 4° la 
olue rette aghembe, e 
dia D < piano per 
L' parallelo ad % 


degue 7 


€ D il piano per &° 
porellelo ad %° 
Se per t lac: 


ciamo un piano 
VA 1 perpendicolare a 7; fa coppia oli piani T 
ava in éomune unù retta t'ehe ineontra du ZA ba 
relta 4", Se per 9° tracciamo un i iti 


larve CA A; 7 cospia Mea awntd in comune la vella L, 


che incontra in NM Lat". I segmento MM 
e 4 4e9m ento di minima distanza fa k telle 
Aghembe "E ad 4°. da, tella mj ebe /o contiene, 
eLba rela comune av piani I eMche & 
Jendo perpendicolari alla coppia oli piani parod 
deli Te contenenti /e velle per bed 4”, 
anche la boro relta comune n° è 2 pespendiecl, 

te ae e poché n'e sua vetta. complanai 

A sr salga retta complanore con 8° 
du, di puo ermare che la relta n° & normok 
ad enteambe le velfe dghembe. 


Zsempio numerseo 

fano de [IIC 

s3( Au, = sala 1) 
Caleoliamo TN pe * parallelo ad 4. 
DV fareio per tz CZ +Lan)y +U-i)z 4Ax)=0 ) 

per la condierione A parvallehimo con 4. 

en) + (44201) + {ul =o 
cioe”: A(45-1+1)=(-45-2 v) 3 As "25. £ £ 
sost fuendo : 


CARCEEZZEZZ -150)] 


calcoliamo 9 pere 4° parallelo ad è 


4 pro ere 
DI - 45% = 15 
{o — 154245 
IS fano di prami pe i dor 
08 +4) x +(-45) 4 +(-454)2 #(45A-45) = © 


per ie parattetimo cont asemo: 
Groppo pedi 
h+)(-) + (4502) + (454)6) =0 
A(-1-45)+(-1-3)= 0 A=7 :( 3 se) 


sost 'tuenolo 


Lenz {ra5t4)) 5 +4) +((%e)t4s}a)=0 


Tas(Gx - (ay +(19)z -(089=0) 


Questi due piani sono paralleli infatti; mottroli= 
, TA 
canolo pet 25 C'espussione CALA CAZZIE 


T = (ex -119 +87 -1 =0) 

T=(ex -49 + 8% -13 30) 
barnno gli stasso cosen oditeltore : | 
En 8% = 489 = 3/80: 


cosa LL + = il. Si + 2l. è 42 
sa 9h FE i cet depp L-54 


= 4390931. 


se 
UT 


caleotiamo ca TH passante pere è perpenz 
dicolaze a VS Foll'eguarione del fereio per “e” 
per la perpenoeo taria con Hr (1 quin mucho en Tr) 


arcemo: 
A a} + (-At2}-n} +-1) g =0 
4(241+8) +(2-22-8)= 0 Nea + 
sostituendo : 


@ +3) 1(-4+6)4 +4-3) ++6)= 0 
LA 5/( fx +24 +7 +/0)= of 


Coleoomo Ti passonte pe 4° e perpendicolare a 
Ut dal''eguazione del fseio pet dla condizione di 
berpend colarita’ fa dirai: 
4 d Pa 
Are +(45)(-1) +£45)) g&=0 
A(2-2):(2+115)=0 \=8£ = 485 = 


sostluendo : 


(rsa) -bslbo)y - ug + toy -4ok0 


CPx 694 -(689)z segss0 


IGTGISZZE HZ +51=0] 
| È L 


La cqppra di prani LA el bauuo in comune la 
rella ‘n° pesperd tolare alle due rette ighembe: CS 
diedio è /augolo delle demi di ESS 


obbiamo dele Arne " perche’ VIS non sono comple. 
nori. Se f è tale angolo: 
dap= {eetceni + coffe calze) 

(PF SENT 
ode = fees = 9357 

cong= (N14) —(2f60) - 119))_ +S6£ 

tal aaa —,° S/8 
VA 

cny= = = Y = 095374 » Y= 63°. 00° SY" 
Colcolramo ora £ punti A, «d N esteemi del 
segmento d' mipima distanza delle rette dghembe va 


VE -3f35t > aree = anfore 


PI, 


edi. N, © comune ai piani: TI5 mentre 


N, € comume aL pian: TIM. 


ax 14485 4 Qx 14 +82 = 49 
METE +24 += 00, Na>4 fx +24 44 > 10 
tx — 604 = iz = =SÌ sex 6g IZ 2-5] 


N oeferminonte dei coeffrerenti € lo Atesso: 


2-0 3| |? 0 0 
+ 2 1- |} +405 -gr|= -/5.309,= 


sh 60 -lti Wy +56} —567 

4 II 8 aloni de 

io 201 |= |-io n 481 |3 98853 
-5/-40 -i 51-21 +29 


er cui X = 125. 419048 
rog 4. 15309 === 


204 g||o 1 © 


Y 210 4 |=|2f -10481| = - 34750} 

na 50 =] |a -51 +29 = +UM_ 061905 
hh - 15309 = 

2-4 | 09 4 

1 23 -lo|=lst -19 -10|= 6561 

mu-6o =S1| lee -61 -51 Zy, oro = - QASSE 

9-1 B| |99 2g 8 

-0 2 4|3|0 0° 455309 

‘si -60 -M] |-Her#uz -m xy, PEID = - 4 


Ne ciszog == 


a 19 8 54 99 8 
10 4|3|0 0 4295818 


H4 =Sp = [rB9! #6 Mn = 25515... 
In -15309 TA 


2-u 9) |9-93||39 ° 
{2 -t0|_|t 2-10/-|# 9 -IF/=-5/03 


H4 -60 = Si {l& 54 -165 
- 3/03 _.) 
Zu, = C_+44 


h4 -60 - 51] 


2 . 
(xy ky) = 15309 -/8225) _ (2916)® . 8503056 
N €/5309) C5309)8 IZZIZIA 


-4 V_ (esss-% (16038) — 25 EQIZ4 
dA 4) 2 Di rei 5309) dr 


: è 
uz) = 8038-6840) (004)° . L30408 
(n %) (75309)* U5309)z (5308)? 
T= MN, = VETTIZZZTTA 9396 0 04419 
Si lr gig 


att è 


Le superfici elmentari, come luoghi Qeomelrici 


/0 Sfera 


Lu090 geometrico dei ; punti equidistanti da un 
punto C° detto centro” Aafirizza la aperfice gfeica) 


£aguazione dle; pun t; cella 


5; superflere oh un sfera al 
x 7 


centro assi. (R= aggio) 
Ad ogni punto della Super = 


fee sferica, corrisponde und 
fiue sferica, corrisp 


direzione OP ove: |2F|=R pet ew: 
Reoii)= xp ;  Reci(f)=% ; Reof&t)= 5, 
@uhdi £ piano tangente en P dlla sfera, ca per 


degni a i e ei 
Xp(X-%p) + 4p(4-4)+2;(2-4)=0 
RA tO 


ma :(xt+gr+zi: 
(e ** 2) 2 {9 de! piano tongente 
AKAI] RO [e sfera aleenteo asi ) 
sardi: 


7 ‘equazione della vette ©" (di gracitera del piuno 
x=% 
x 


fquazione generale della stra 


Sfera de centro:Cs (xe PA re}. 


UA per tguazione: 


erat ea) 


sui luppondo i quadrati : 


| nnt esegoazaz + (Ceti R)= o | 


+ * 
all'espressione peo” essere moltiphcota per una costante 
, 


arbitraria; ma tal costonk sora dl cogli erenfe di x° 
ohi 4° 4° per cui divrdente, Erremià assume 


ta' fa ferma: x 92 [opeosgienidio | o 


Equazione ra delle sfera, ove: 


Xe -4 semo le scorclinate chel eentro c. 


si da da = i 


ei 

ove: 06 £ fa distanza da cento ifera del n asti, 
Netiamo ehe ogni equazione erduerbile 2/3 ferma (0) 

tappresentà Und sfera e der coelfi erenti dell'e equazione 


é è facile vesvare, gli elementi della sfera. 


Louszione del piano Longente iP ol stra 


Anche gui 5 (ome nell ‘eguszione dleento assi È ad ogni 
punto £ della superficie sferica corrisponde una di 
rezione CP ove: |ER{= R ; per cui: 

a cost) ; rsa 5 colsà); Epzte_ ca dè) 
Quindi l'equazione del piano tangente iu Puma 
sfera di centro: C 3 (ke, % Ex) e raggio R= CP. Jara: 


Lepre) x-29) + (4-40 14-4,) + (pz) 4) = 0 |) 


possano detuvete : 


DI (xapx)x + (44 4 +(4z)e - (#47, le Xexkp +4, 129=0 


Se consideromo che: R°3 (xo) (4-4) A) ; ed: 
Rpg fe) (Sept) 

(core spgrro)- 2E*+ 0" RÈ _ 3° SERE 
avremo: 


Ge 0-44 pe EF). | 
dividendo questa per RA ha: 
| fa x + (cost) y +(cot@)l = y zo | 
ove Î = (ee) = distonza del piano dol centro assi. = SN 


le relte di giacitura: DA è CA (parallele) possono esprimersi 
in finzione delle coovdinete di N o di P_: #3(Fad; Vent); Pea]. 


Dall' equazione della sfera notiamo che 4 eoef= 


erenti indipendenti sono 4 | a ,g,6,d; quindi e 


corrono guéltro condizioni, (equazioni! o correlazioni 
indipendenti per determinare una sfera. 
de cmoizioni possono essere: 
4) de Tie cocidimate del sento ed il raggio. 
3) Le Tre coordinate del centro € le tre coordinate 
di un punto sulla superficie Sf. 
3) bre equazioni di tre prami laugenti alla sfera el 


de raggio 


4 Le coordinete di quatto ponti sulla superticre DA 


Eica . 
SIRO, ini / 
3 Vi sono molte attre comdizioni che definiscono 1a 


alea, mo regliamo esaminare brevemente quelli 
7 


Ù 
Aopra enunciate ; scordaudo che occorrono seguazioni * 
Ù 


deter 4 ient. 
pet deferminore coeffiesen Ù 


Dare un punto generico € una eondizine 


Dare {cento Vale tre condizioni, pereio' loto J 
cento, festa un'allto punto generico, oppure il teggio, 
Dato il taggio È uma condizione ; 

£ eguazione di un piano Laugente è sua condizione 
Ricordiamo anche che guolfro rncegnite sono dleteminate der 
0 dae 9. di d'grado, 0 wa eg. dit” grado. 


quallzo uazioni lineari, 


Sfera passante per gudttro punte 


Sano: 4,2,3,4 4% punti arzemo Cn i=int(454) 
cioÙ; (é variabile per rateri da 144) 
Pi $ +2 + ax +by,+ cz+d=0 
ore: Ki ,fi,gc; sono noti, ed a,b cd, incognite 
quindi it deleuminante der coefficienti: e La certa 


x YZ i = (ez) der termini nQ 
Aa Yo Za A - = |-(x14942) ti, da sostrbuie 
o ZA si = 3) mei dleferminanti 
Ka I Za 4 = |- (+ f+2) delle incognite, 


porteranno, una rotta risolti Ma determinazione 
dei colffierenti: a=h8-; K-bt-; c=Ge ; de 48; 
ed il problema € essolto. 

Esempio numerico : 
#5(4, 0,3) ; #5(0,4,-1) 13480, 1); 4(1, a; o) 
Regie 5 P (tz) = 10 ; (egzir ie iez 5 


1024 1000 
o3-44|.|03-14 Le: 
20414 20-14 "fig #)= A=-% 
1001 42430 220 
sozl 5024 3-54! 
to 3-11|=|98$4]g Ni P) ate +5 
5011) |oot10 2ugl star i 
sgoll JPa%0 
CACHI 4051 

152% 41521 n 1 IFTETI ROTTA O 
cictileleet eb; Ole portate 

t si Paco = Di 
45 01 ooo) b= 5 1951 Caf 


419 85 |£ 000 


® id 

03 -Li0|2]9 34100. sp = fiorajr = + 40 

20 15 2 0-3 -5 40 

ca 05 | 2-20] 1890 d= 57 = so 

pevifrebe: 
xt+g'#l'+5x +54+52 -90 =0 

545 40.410 -20-= 0 (fs) 
40 +0 +45 -5 -20=-0 bea) 
£ +10 0 +5 2030 (teu) 


g +5 440 D -20=0 (bean) 


xe" -%= -% 
Ses Ph = - 


condinote cel centro 


Ze= 0h = R=yf#8 +20 = £ (455 


Rs 682495 


Riportiamo un 
grafico assonometrieo 
della sfera in scala: 
13 0,5 em. n AK et, 


4 = 0,48 e « Y. 


(81 € indicota anebe Ja 


posizione oles puoli 42,34 ) 
Jpuntr AGILE, 3000 le fagce degli assi sulla sfera, 


Sfera di raggio RR, passante per de punti 


I tre ponti determinano un piano, e, come vedi 
ci dh un driangolo, en cerchio esteoveilto h' raggio 
x. 4 problema £ possibile se Rat. fa R<t 
de problema e impossibile . 

Ma due sfere dello afesso raggio R possono ole 
re lin comune un cerchio el raggio EKR. SesesR 
le cAue sfere seno cormnedenti. Percio' «u generale 
per ek si haumo due risolurioni. reali 
pae nta uma soluzione teole 
ye eEDR momsi homo risoluzioni veali. 
Quindi per avere und determinata risoluzione mon 
Basta Sapere + <R, ma occorre gra noto da che pork 
del pramo oe lriuamgolo sitrora il centro C della 
ifara. 

Lsempio numerico 
Se cd tre punti sono: & 1,1); (12,404); (444) 
motramo , (caso portitolore) che falli hanno :(2=4) ciò 
Ja stessa quota, perdi (2-4) L ache / guaine del 
puano che conhiene € tesamgoto (e guardi xl cerchio) 
Lalo:(-2) =la fe (ei = so 
Lao (eh kr = 00 = 10 =] 


I valori der late del terougolo erditono trattarsi 
dl um Leramga lo rsoscele che ha per bose 4a ciSÈ moli qua 


oralo, per cui L= =5%> Milo > Leb a8i 


Koei od - L24H4.. £. 


Agli stessi visulfoti saremmo pervenubi 


utilizzando il sistema: 


Erleatet* 
{o -2elt+ (10 -9efet* 
LOT i 


Von! essere ; 


(Ze, -%: *. Re posto: R=13 Ceze)=fs = A 


LI 


i 
RI 
' 


x 


Come si vede dall, 
/ figura a fianco, le 
sfere che rispondo, 
20 al problema 
sono clue, guindi 
nella formulazione 
del problema ) (se 
regliamo che La 


wsolurione sca 


UmiEa ) occorre 4pe 
specificare per esempio che Ze DO, Quindi 3 punti 
ed il raggio non individuaro una sfero. ma due. |, 


Pani tangenti ad una sfera. (per co punta) 


Abbiamo gra serie le equazioni del piamo lan 
gente mm un punto P della superfiee sfeuca, ico 


per sfere al centro, dia pet afre n pasgione generica. 


Se e piani tamgenti debbono passare pet un punto 
esterno alaslea, gl infiniti piani tangenti invibup: 
poro uu cono, con vertice nel punto e citconenitto 
ola fera. 


2 n 
fe sur punto rn terno alta sfera non puo essebvi 


aleun piano tangente . 
Lsempio numerico: 
Sai x'+4Y+7 lex -84 +20+450 , l'equazione del 
La sfra, 2 sia: Pz(5,3,(f0-4)) it punto 
Dall'eguarione della sfera a trovano le coorohna: 
te ole/ eentro:@ 2(3,471} ed il raggio: R= 5. 
Gerola) + 25 
(6-3)°+ 8-4) + (8-14 = 4+1420=253R" pento 
€ sutta superfree sferica. geindi l'equarione del pia 
no tangente : (apro) xoa) + (fete]4-9:)(7a-zÀ2-z)= È) 
2X -4 +(£0)2 -(io -3+20-/®)= 0 
SX-Y #20) z -Lt-fa0)=0 
verifico che it piamo passa pet P. 
3 (7)-1) -2F +0 =0 (verificato) 


Traccramo per P la. vetta normale al piano (vita 
di giacitura che ba gh stessi coseni diveltori del prame) 
ei = adi a 
renfico che tale retta posta paC "6A, 1) 
325 422 «#04 14) frouficato) 


2 (-4) 


Quindi 
1) essendo Pautla sfera 
©) PA piano passa pa P 
3) La normale pe Pal piano passo anche per e 
cioù U segmento PE=R € minimo, resta dineshato 
che dl piano è 3x-Y fro)e -(s9-R)=0 è taugente alla sfera: 

nad -ex-84+2211=0 mel punto Ps (5,3, (1-1). 

P Qualora il punto "Pl Lose 
esterno all sfera, ogni più 
no ehe passa per epr pesen= 
ta una sezione come lo figera 
a f'aneo; dalla 2 1a pe 

sibile ricavare è: ER= Ver 4-4) E); È Preto (9) 

L equazione della velta EP (cme del eono contenente la sfera) 

CP=omz i -T6 «fa id taggio: = ALL ; 

da distanza EG, = RW | <eomui diveltori dette vlta 

EPione:corl= SE | ef = 4; ear- 52; e quindi le cod 

note di @= )i be gti co) faenZe + ca) 


e Xe + EGcns 


Quindi e pessibile <serivere / ‘eguazione del prono cn 
tenente 1! cerchio di baggio 1 e centro c; ollena 
to come derone com la ifaa. La ciiconferenza, lm 
tale dezione, € 4£ luogo geomeltico dei punti T 
dr tangenza fe gl infarto piòni per Pe la 
dlera. l''aguarione del piamo dd cui sopra; 
(erntenente quindi o0lie €, cche è gumbi T 7) dara: 

| Lex e gla-I) E a2)5 0 ] 
Bbbiamo vinto ehe : PT (EP-RE ; A'rasieme delle 
elle confenenti Pr È l'equarione del cono di vet 


bice P, cane "n°, olo dh and "3007 ove: 
Suse mese (PE) 


Fossidmo anche scrivere: 


I xole(4 -4fe &-2)- e 
che © € equazione di nè gfra di raggio E e como (I 


e che unita al'eguazione hl piano oli cui soprà € 
/ eguazione olellà erreenfereuza 1 (toego cei gut; T). 
Esempio numerico: 
FA fera sia x'ryga-ex-tyrazii 20 di su saprà 
C#(3,4,-9)j R=5 è sia: P5(11,4,5). 


aa distanza FF_= 6-nF (44 HSF = {0 > R=5 


L'equazione della vella contenente (ER) qura: 
(x-4) _ (4-4). _ 9 | 
-8 o 


6 


(paretlela «al piano (Ex) e puo deriversi: 
9134 

Le istanze: PT Vera = Vio0-35 = (55 sf 
d rogue: ze 4F . SE < £G5 Ss 


J coseni dieettori ia GR co= 2 Si tosfs £ 
da distanza Ca = YR-® = (5-4 DL 35 
da covdinate di €": Xg= PACS HE si È essa 


Ge (5 “4, s09) 


L piano de Tr: 


i 4(x-5) + 4-4) + 6(2-08) =0 


10€: six + a. 
er i tai CA e sue friauo paral 
Aelo ad 4 
L angolo di spedina del cono sand s0-seres0n($) = 60 


L' equazione : 44 -95) = 16 


Zeba ua 


£'l'eguazione della c,reonferenzà dei Tore 
seelta per ei. 4À = parametro e possibile per ogni ki 
calcotaze le coodinate di T è quindi il prùno longorle da T. 


Pani tangenti ad und sfera passanbi per una ut) 


- de fa vetta data È specante la sfera, il problema 
< impossibile perche tutti e piani passanti per guella 
vela, Laglietanno la afeca e non posseno ewece taugenti 
Sela vetta data È Laugente YA ifoa di iu punto 
£L 


2 


ri sara ru solo piano passante pe la vetta, e bau 
gente (ea ?) ol/la sfua. (Problema. gra bralfati 4 noto ?). 
-Se la bella date € estermà atta sfera , 41 hanno 


due piani tangenti fa sfera «Jprami' possono essere Vis 


dualtzati Jeziondando con un piano perpenditolare alla 
rella e passante per il centro sfera €, Get sono 


< punti di faugenta GT ehh 
somo le tracce dei due piami, 


mente Tr è latraceia della 
rela sul pramo normale. 

Fia lutti ! prami' cel fascio passanti per %, re ne Salt 
uno passante per €. (Si puo calcolare «l segmento: STE ) 
 pessono calcolare 5 degmenti VAREZASA v, e le 
coordinate di c,, di T et 


Ottenute Je coordinate di VIZZA sappiamo frovone de 


eguarioni der piani tamgenti e rerifizaze ebe Appar, 
tengono al faneco de ha per one la sella dala, 


JSnsieme de; biani fangenti od una sfera. 


Consider;omo um genevico punto :(x,4,) della EC 
perfice Sferica di centro Cs (e,4 e) areemo: 
» 

ek = (X-xe . CAR è Md ; cnr. zzz 

Re R R 

ore: co, 048, conf; domo © even dieettori clella 
relta contenente R che va da € al puerto di tn 
genza (x,43) el è normale ol piano di tangenza 
(bello oh'acaebura) 

Ma : 

a 

cosu (eo) = (tre) 


cop (6-4)= (4}k ( cmudo Sb) EER 


coi YE-d) = (2-}k dommamde anemo: 


cod(x-xc) + CAR(4 La a co(z-2)= FR 


che € € “epuazione generale dec pani Lon 
genti /@ sfera di centro & "e caggioK nei’ pa 
amet: Ad Co car; ehe possono essere CA 
olotti a due utbzzando la relazione: essurciradi:1 
e l'eguazine diventa: 

corsi) copy] PAT EA | 
oe sactilwendon le coodinote d'ole punti di 
uma veliz, di homno due equazioni che isetrono Cota 
e ang” e quindi 71 problema. de premi taugent peu ella. 


In lhea di 'prine;pro erremmo potuto Aerivere 
prime) P 
/'eguariione del fusero di prani passanti per la vela 
(l'eguarione pusenta una seta ‘neogniba perc esempio 
va] Una felt impostarione sarebbe comoda se avessi: 
mo elementi su pumbi' oli tangenza um tal coso 16 pe 
to dh'tamgenza visotrevelbe l'unica incognita :4/j. 
ti “ d 
Ha cche utlorzoudlo <C pramo normale ala rela e 
pasaule pa € («r),ta risoluzione € più elaborata, 


feccicmo UN LSeMpro NUMETCO: 


Data la dfera: x'+4+2%= 4; trovare l'equario» 
ne dei premi tamgenti pet Di punti di Ps43); Pel2,0A). 


<a deguenza olelle operazioni da efeltuare È La 

dequente : 

4 Dall'eguazione olella «fora vicarare gli’ elomenti: 
Crke,tate); BR 
mel morto caso: Vette ; Red. 

DI fore sebito un disegno prospellico, che evi barca 
Erto. grossolani. 

DI Hall ‘equazione della retta ricavare fe tracce, 
o almeno kl ecorlmate of ue punti PeR 
e coporbeva la velta nel dise o prospettico 
(Hel moateo case conereiome già le coordinate); 8) 


4 seuvere l'equazione generale dei prioni tamgento 


la. dfera: 


balia SE | cosa() +cop(4)+cofr)2 = 4 | 
Di Sorfiture peli equazione enerale Je cosroinate 
d' clue Pracee (e due punt)dela) vetta ottenendo 
due eouaioni: 
{ cose) + c09(5) +ecosti)=1 
L00Ik + 2005 + 004% = 
mel morto caso È pessibile trovare subito cn) motti 


La 
33 


cos'e Goes) = +08 jest p dati laemdo 


2 
TRCE 

AR = +t|jJA_ E 

Cop È ETAETA - 43405 


6 
Cosfi= sele 


Cid = f - 1 = 24308 _ 1705 
6 Aci 


- dale 
ss 


L'eguazione de Ae piani tamgenti 
CE LelE) x + 4-84 4.7 - 4 
Vus, gi Weta y, i 7-4 
ed anche: 
Gra) x +(4-15] 4 +02 -€ =0 
lia MSA +25 -6 20 
6lde coovdinate dei ponti di tangenza: (smemdo X%"259) 
7 3(#R, ge 3) - = (0,01216, - c4r883, 0,333) 
= (&£, sli, }) » = fosse, 0,81016, 0,333) 


dl 
© o fi 


“ 


Lo 


L'eguazione si Cal per h Pg 
Mod 2-8 


è "y; & @-1) 4-3 


G=y=6-0= =) ] 


fe fracsia su XI + x,=85(43, o) 


x 3243 i 
4ea | Gallie duetraceo W5t:A5(0,0,3) cotncidono suZ. 


I pramo perc pependicotor ella velta pa VIA 
K-xe)+(f-1e)-z<)=0 
de coodinafe di Ti | 2134-243220 > 3356 Kt 


2 
4-3 243834 t=(1,4,3)=E bornerde nb! 


Le tracce su x4 des pian di bungesza passono per B 


per: STE 


= ASIA e per Di Asiteli 


Dis egpo prospellico 


Nel disegno prospettico sI vedono « cue piam 
Zacglrati dalle velle pena per e punt di 
laugenza Th, e perA, < modo da Vedere” /a 

/ 
sfera € notare che /e dimensioni ornano co ecteoli. 
St noti che cosd= £ 3 E Los comune ai clue 
bt A tauge ono quindi «ullo sti a) 
pun fauy ma ehe gracei quin ullo s fesso porsllale 


perellelo de peoti 


UIEZZIOICES 
3 


Altro esempio numerico : 


Ztorare le equazioni dei piani Langent la sfera 
saga -24+64+2% +8=0 |; 2 passanti per la vello, 
Bitch e, 
4 3 Ki 


Arcariamo gl elementi edefla sfera : 
CE(4, 8, 1) > A=ya+9+4128 + R>JB } 


l'equazione delia sfera puo seriversi: 
EEE ZIE 


SJ pronr della velta: 
SK-2>45 4) > 43Fx-2 (Porateelo az) 
ARA Z54x ( possante per 4) 
J1 =30-3 / > T-f+%3 (parothto adx) 


Quindi /a vetta incontra /'nsse 4 mal punto As (05%, o) 
e La fun fiacca sulpiamo XE sana” 5=($, 0,3). 
J coseni olsettori della vetta, euudo (Ft = (GE 

cost= cdr; cop3i j csf; 5 

J prami perpendicolari alta vetta distauti Î dall ougi: 
me degli assi avcamno per eguarione : (I: parametro) 

e fra essi, quello che passa per cl centro dello sfera, 
Con terra” < punti di laugenza. Fereio' sostituendo 


le costdinote ali © possiamo titavare Sa quindi 


L'equazione olel piamo: 
40) +6)(3) +)(4) = Dl + TE 

sostituendo È : 
equarime del piano novmale alta rella, porscute 
fer C è contenente < punti i taugena com la sfera. 

Facciamo sistema com /e equarioni della retta pet 
caltotare Ti. (£ pi comodo sostiluire le equariwni 
o della rela: (x=42)i(4=32-2) nell ‘equa 


40 
lo 4 -3|a|2 vione dlel piamo normale per e, avum: 
43 4]:|-6 mo: (We +92-6+24=0)» 270; %=d; 43; 


comunque la visolurume cor determinonh € uma verifica) 


I) od 0 0% 40%4| |a 00 190 

0 4 3 sa6|[-2 4 -»/-0 ;|0-3-5]a 0-2-3 |=-5% 0 4 a 50 
(=) |4-6 #' Cole 

4318 4 54 4] fo ELIO sl 3 e (59 


Cioe 73 (0-2 0) notizmo ehe cormerde con A 
Catcoliame la distanza STi=cA=Ve-odstsitg =Ns. 
Ho anche R=/5; ed essendo Cr La distanza minima del 
centro € dalla vetta ; puo! die che la vetta & tauzente 
la dpera. ; esiste guind un unico piano pet tale ella 
che sia tamgente allo sfera e lo sero du TEA. 
Jeoseni Aiveltori della retta FESRÈ= = [end -$ «Gi: i] 


aporstoue.o > [X-Y-Z-8 30} (pieno tergente) 


a 


disegno prospettico filko risoluzione 
Cerchiamo ora una 
risoluzione pre Ge 


perale , denza amd 


lets delle condizio 
n° particolati del 
problema l lvetta tan 
perte alla fera e qu 


di' un sole piano tongend 


L'eguazione generale di lalli / prioni Laugenti 
a questa sfera È: (x-i)com+ 4+3)cosg+jeosr=s3 
sostiliendori « due punti della vetta A30,-2,0) 
B3=(£, 0, 4) ed aggiungenoo /a relazione: coi Y=lf-datdh 
olfeniamo 1) sistema: 
4) - cos + e09R + Vi cora cat = Va 
8) (E-ena + 3 0093 {raar ft 
nelle due incognite e00% € cotf e possiamo serivere: 

_ CoA + coi + Viene = {3 

I 5 Edd +Feag +5 (Acosta 5 
20 ache | Sed +Ie1R + 5(Fetoss conf) = 
10 cond +4 008 = -3N3 


co = - fera. 


sastituendo: 


VICI i 
- cosa — GL en + 4 eo - (B +5 cd) = 


nf cosa + \ffeosît Bertoni £pcd4) =3/5 
/$ - SL cose SI cosa = (45 + Lesa) 


derando a quadrato : 


L_29 Co'g- Lek = EL, SL eva +, 
te Se 


Paco 26. = 
Fiocott +26 eva + È ) 


gempl reamdo: 
li 
fun goto 
= -P_/5f4)= 3, | 
CEI È (8) T5 T5_ | E 
cot=|1-(4f- (È  |cos= | sostituendo. 


0, (443), (Z+0)_ 
RG ei 


x +4+Z=3-374 
e l'eguazione del biamo faugente i 


X+Y+Z+3=0 


Holtphcando per (-1) offerremmo 11 precedente visultato 
fuciio opposta cet gicitusa. TA) 


{ten gi uestr segni è positiva la 


I verso delle graciture di piani 


Consideriamo uma vetta passante per due punti: 
A 3l%n,%,%) i B=(xs 198 8) ; 


<eoieni diveffori saranno: 


per vello orientata «AB ; col) A ; corpo lobi), cos$e td 


E . 4 ; 
per tetta orientata BA; com 20; cop Mil cat: 2) 


Aichi ogni vetta © di giacitura au piani ad essa pe 
pendiaotarò consizlerezemo pesrtiva la fra del piano 
che guarda il Hexso positivo delle sue vette di giacitura, 
e negativa la faccia opposta. 

Co'comporta che cambiando i segni dl'eguazione 
di un piamo , esso 700 cambia, ama muta il suo ovien 
lamento. 

Aoihé nell equazione di un pramo {qua sea I° 
ehe È /a sua distanza dall'origine degli assi, che 
cambia 4egno se moltplhehiamo der 1}; avo che 
ded = Sa 5 3-8 00 E Len ae verso olelle 


rette di giacitura. 


Caso generò le 


Ea esempio oro trottato € un coso porticolore n quarto 
l retta e Caugente alla sfera e guindi 51 ha un 
solo piano tamgente - Anche l'esempio precedente È un 
caso porticolare perche” fa sfera è ol centro assi. 

fer traltare 40 caso generale spostiomo 13 sfe: 
ra del secondo esempio + modo ehe non sia più ton 


gente ollo retta. 
Lsempio numerico: 


i 2 

Sa. (x) (51) +E44) 
sfera mella muova posizione s C=(1-5-4) fi R=48 

da velta parsa per A= (0, -2,9) il 618,0, 4); [td 

è immutata: A è la traccrà sull'asse 48 € la. traccia sul piano zx, 


Del puoto dell'equazione camonica della retta. . 


S 3 L'equazione della 


oguarione oli Tutti è prami tangenti alla sfera: 
osu(xong) + coal(4-4)+ comfeà)= R | 
sastituendo Je coodinote die, ed R: 

Co64(x-4) + ©9545) + osx) = VE 
dere passare per A: |(-)co5d +(9enp+(est -)3 | 


clere passar peg: | Lecit + SeR+ Sco JE | 


= 3 0) = 
_Gpsa + 3 colp + cost = djs 
> cor = 4/5 - 300) 


74 + 66043 +20) = La. 


consideriamo ca: 
Costd + co B4 co$x =4 


A +00 +4 +90 245 ef "i 


M0)cotk - sj caft +6-=0 


| cop - TITO o 


135 
495 
Cop = eh + {108 _ Ra 27385 306495 
add ls 3 da 0,15339 


sia = 0648338 
0056 =32 20 - 195t318 + 2aB558 7 Ù 
#5 CLABEN A3M < +0,92546} 


col Li = - 0,3464/0 
Souviamo l'eguarione olei piani famgenti.: 
B(x-4) + aGala (445) + EE CI 48 (24)= Val 
-5(x-4) + €EX4+5)+(Aaske 4-25 
[sta R]4 era) (a) 0 | 
ner) EE (445) + apra - 5 
|a + (68)4 +(2eas)z +40) = 0 | 


texfiehiamo che questi pria paroso pe Al); (4A 
i; 

rew id. ebramo ehe ponano per D=, 1, 4) 

220 4, +iileg +2 zi 43/734 9 0; 20164 ie) ff eegli = 


Calcotcamo le coordinote dei punti di; fangenza. 
Acora=(%r-Ke) ; Acodf =(%-%) ; Rentkzr-4e) 


Xr= Xrg = (LI + 1=3% Xx = Xp =+0,4 


Ku= (#6: L)p- TE FRESA = Ya -3,82568933 
NE < [4 a psiora 


Zi 19 ARE - = = 2,1229330 
T\=(0740)6 EA = |A = 30889380 | 
Z. PARLI 25 
n 1943023 - |z,=4+0,6029330 
357 (4 


Disegno prospettico 


NB: abbiamo tagliato 7 previ faugenti secondo /e velte : 


AT Ar e per 8 le prrattele e ln parole dla relfa comune. 


Intersezione di una retta con una sfera. 


-S/a: xe) (4-4) +-2e)" k l'equazione olella, 
afro, Lara: Soa, 4-4 
scome dellà retta. Ri da quest'ultima 
PIZZA sncogmita ; pet A = (aj Za ‘2 eolt-fa)eta; 
che possiamo sostrlaite nell'eguazione della fera: 
beorefe (4-4) 1 Pg? 
2. -(4-4) rete “a Le) =R 
2 2 ® 2 
Baget lele 


dr fa Wil un sistema oli dae equarioni cu 


= 2A. . L'equa 
mm ni 


due imcogmite x,4; dol quale possono aversi 
due radici reali se la vella in tersoca. La ifua, 
uma solo radice teak, de è tamgente; messuna 
radice reali, se € esterno alla sfera. 

Spesso, ad evitare ol cadere zu equat ioni 
oli 4°, conviene sostilizire o risoerere Sinomi 


plel tipo 3 lx xe) È 4-4} (4%). 


Lsempro pumerico 


dl'eguazione della sfera sia: 
Iunifta leale) 4 
e l'equazione Aella retta sea: 


(X-4) _— 14+4) . 4-4 


2 % ni 


1° ven O: 


sestituamo mello prima eguarione: 
E-1)= l zi i Ge) = 4x4) ; ed avremo: 
(i lau] (SE 4 
gear) + ale-8x +16) +(2-8x +16) = 36 


145X° — SBX +53=0 


582/3364 - 2968 s81V396 _ | 2913/01. x 


2:14 TIZI si ZI 
= LIK-4) 4 3 BR 29 3/1 It (62/4 
4 #(* 4-4 SEL = 33: go =iz/ 
234504) = Xe a 2893/07 — 14 _ |z= 26140 
3 14:3 44 


XE 


" 


xi 2 dF8218 = - 1.91 So. 4150, 5940448 
DI Ù 
\fx, = 136082 Di NY ssa Z = O ntozali 


evi frohe: 
LI DI ka 
+ (1g: /-8* n) pi 
(43h) + (1x1ta) £74O 4 
225 # 900 +99 4324 it +44+3]- Jef +0 = 4196 = FO4 Vane. 
dys — SAfll +99 + 324 poli +81+0+1= 94 Vf. 


7E(*.,4,5) è T=(4,4,%) appontengono alla superficie 


Intersezione di un piono con wo sfera. 


La sfera ACQ : or) 4-4 ez: R°; ed «l promo 
Sa: ax+by+ez+dz0; Sappiamo che la dirfauza. 
di ©" del piano è data da: 


era Xe +b4 +02 4d DI R 


Vetebieo <' 


a seconda ehe : 


Er > R #l piano € esterno alla sfera 
ET= R DA èî Laugente ta T alla sfera 
T<LR x s faglia La sfera. 


Poiché EF e sulla ‘vetta normole 0) piamo TT" 
dara” auche «0 centro G' della citconferenza ine 


fersezime fra Aramo € sfera vil Cei ragno E i 


sai 


da Aue egquarni rabpresentano sua nea) 
FATA 
ciicenferenza nello spoero. 
Esempio numerieo : 
=SEpro numer ,co 
» 2 2 A 
Sfera. : (x) «44) +-)=4 ; piano: X-3%-4=0 


34; b30;05-9; dii » cr- {6} + 01) +(-3)4}-1 ssa Boe 
(a3t; s0;enaidii) VP “E bios 


2-f4-4 = f38> 4% 


pessramo caleotare e coordinate. di "T", fedi 


dista, di. unto da un pieno” etkemo + 


e da + (bc) xe bale -Ca Ze 


o (A+ (0+ 0A 
a+ +e? Ò 10 
x} = 43 
Ye -dbsfatecly -abre bee _ =(b+9f1)-0-0 
tea a+ b'+ et si IS 


GM 3-4 
pa sed alata -oeXte-be4e 


= 2 3IY01NI ALT) -0 
R° + 5+ e* N 40 


Interrezion e fre due sfere 


Consideriomo due sfere rispettivamente di centri: 
e; e edi 249 i R, edf,, La distonza TG 
Se; Ga > (RAR) le sfere sono esterne, e non sì intz= 
Secamo fra loro. 

Se: Gu=(RtR) le sfere sono tangenti esterme. 
se: GG =/Acfa] le sfere sono tangenti interne 
Sei Ga <(M tha) ma GGIRIR sfere si interseca 
20, ed piano della eitconferenia 
AGP comune € infermedio ai centri, 
Vv taggio della ereconferenzò comune, 
È l'alterza relativa a EE del triangolo 


che ha per lati R,jR,, GG. 


Se: GG = ROB | GERA | EG=R<R: 


Se ER sd TER) le due sfere si interes 
Camo, C. è iuterno alla sfera fi, <& 
piamo È estermo al segmento ÈG ed L 


1a9g91O 261 bltezza del: Luiugob CA cipeba LI 


se Go<R-R) con RA La seconda sfera È 
interna alla prima € mon si 

A vexilicomo intersezioni | AL caro 
\e3, Lite di ZA =0, ka afere sono 


comcem Étorehe 


Esempio numenico 
® 2 

Sy abbiano le sfere E (x) 4) -)) 4 
cel le) (9r3)C]=3 . stuoliave l'intersezione. 

4 ra r4ri) 838 / 5 (123,51) ; Ra 
abbiamo indicato Rx Ra. IDA f0+444 = = 
a/2 = 2,92843 < RiR,= 2+4732) = 3,821 ol ED R 
percio s1 fa uma (ntersezione reale. 


Vin 92 - ah 629-225 430 (prima sf) 


xt” 783164 138 +8 =0 (4conda ifera) 
= el dii um 
4444249 =0 equat.) ppiamo comune 


alla intersezione che risulta parallelo all las X 05 
imefimato a 45% qagh asi SeZ ahe incontra, ode 2245. 


Sd 
PA Ri Ri. 1448-39. . 
cari) IA «sli, PF =0}9550; 


GR* Ren(ft)= 4590990 } e= (Rea = [421191998 = 1 ] =% 


d'eguarione della vetta EG e e ME Locop.G 
341 
COLE A (ependicotare alla x): ina 34 


cnpe de = colei Aka ka = +1; Ger gieat 


DI 
14 


Gets 1:590990 — ala ds 7A RS000 } 4, = Ta - Gli cost = 41h 05 


Prosell'iamo sul piaro SZ /a figura ‘n scala. Arta 
4, fi 

in mode da veuficare 

4 noster coleoti 

Ge,= 4/3 = 2,82843 


go ® pyf CI 
Tota= 377152 


L = 481191996 

CH = 1,5590990 

#3 (4,-3,125,— 0,185) 
che nei finiti dell'enore 
di grafretsmo, possono vilenersi esalli. 

reriliehiamo ehe H cemho dello erceonferenza appartiene 
al piumo: 4g+484950 ; mbatti: «(ans!+4fans)19=0. 


Per i/ com fronto con /a prosezone in 5cOl@ Alu. 
E 


faesiame amehe un 


z 
UD », 
| Gisegno Prost eÎica | U 
gilegno pros, 


Ù » iÉ 
Z/ cilnoro 


Dicesi superiee cilmolercò ogni superficre che 
4/8 generata da una retta MELA gener olrise vee) che 
Lras/a manfenenolosi sarettela ad un'alba, vetta.. 
(feta direttrice). 

Dicesi-tezione vela” di una superficie enokria 
l'intersezione delle vetta gemerateici cm un piùno ad. 


esse notmale. Cooî,siha Sezione retta” quando le wl 
fe generatrici cono di' giacitaza olel piano di sezione, 

Drcesi sezcone obligua l'imferserione con un pig 
no inclinato rispetto a lprecedente, cioe con prami ehe fan, 
no velle di'gracituza obligue rispetto alla direttive 
dalle quasrate sue parallele . 

Tutte le derconi velle sono quali: fra (oo 
lutte /e sezuni obligue cem piani di ugual qraututa 


dono uguali fa foro. 
er 7 

Aa Hinea, nfersezione della sevione retta de> 
nomine «€ cilimdro; aremo cosi eslindi eruolari, 


parabotier, cafenari, ere lovdi, ece. 


La sezione eilinoleica, duo essere : Chiusa, come ne/ 
caso del cerchio, dell'eltizse, della condiorde ee2.; può 
sere aperta’. come nel caso della parabola, dello, ca 

SPE î z 


ten Artogne 


Abbiamo gra” visto che.se una espressione; £x,4; 2)=0 
eisulta moucomte di ima condnota : (fs fowfsrà 
sr ha una superfizie elinduza con Tui parolleta db 
L'asse moucante, e La sezione relta sand la funzione 
dei due am restanti. (pa a. G-o)k-9-28520; è 
uu cilimo ercotare velto con divettuce parallela 
all'auex, cune de (#=+2);-43); aggio 5). 

Supponiamo ova che la retta per / ‘onvgine degli 
assi: |--4-2Z/; da parollela alla divettuce 
+ quindi alte genecatrici del e:tindio. J/ pramo pev 
l'origine olegli assi normale alle generati dol wilà 
sip Lai 
Se vogliamo tracciare un cerchio «su questo biamo , dob 
biamo trovare l'intersezione con una sfera, che, pet 
semblrerta, consideriamo auch sara con cento nell orge 
ne degl assi; avcemo : [etagtz® Re] 

Je fa queste clue eguazioni (del piano è dello sfea) 

eliminiamo una variabile, pe sla ©, troviamo lb 

suazione del cilinoo ellittico con ame clivettivce £, 

e per serie veltta.:l'ellisse’ che vsulta dalla proieio 

me su XY, del cerchio mterserione delle due espressioni. 
z>. RE-x3-4* "(fre ms) i 


ASSIST ERZITRZENA 


Sappramo che /a prorezione dl un cerchio È 
smi elise che ba Pe Semiasse maggiore «L 2a 
go del cerchio € pet semiasse minove « raggio 
per il coseno olell angolo di rotazione. 
dla retta di ‘gracrtura ile! pramo del eerehro, 
he per caseni oleltori. 


ci) e È . A) 
Coilxt) = codde Fa ; coigi 


LS tr l 
CANTU - coils —t_ ,, oereco A deruionl mino 


Vv e 
i nf 1acf 


IA = 
7 Vita 


te dell'ellsse sara | :4= L__ 


od eguarione del eitindro con crete £ € gun, 

ali l'equazione dell'elbisse «sul piamo x4 ; «lle 

sile iotalà perché basi cemhia nel vistosi 
Ricordando (i btmet) che l'equarione di un el 


disse_ad assi _soto ruotati’ & del tpo: 


[ aux" + Qn 4° + 204 +03 =0 | 


che confrontiamo con: 
IE] 


Nel problema inverso sulle conihe {vr VtZ} abbiamo 


È E a Sea, e 
roralo ehe pp. Carrà) 3 faje ore 4nrtitvendo 
Pos an 20% - 2nk 
atm 


“e m'+20% 7 mt atm la) - Emana (Lim) 


che, com'e” facile vedere, verificamo © valori sopra 
dndcati. % 

Ai dehcata è la Questione angolaze : le velte cssa 
by dall'ocigine degli assi’ ed imelimate dello stesso 
angolo r rispetto all'asse £ formano una superficie 
conrea. Ciascuna diese peo ese vetta di grecituza. del 
piano contenente j/ cercheo d'' raggio x, che $i proel 
ta dul piano xy, secondo sur ettrsse di.semiassi:R 
<dReost, Pero, per ciascuna h' dette, cette corzisponde 
ra Ama particolare tofarcone degli am dell'ellisse, 
risolto agli assi ni Detto f tale angolo, sape 
piamo [r6E) che è Di \ fach feta) < . 

ore sosti lieidi=dbbiane: È 

è > 4 anta (3£2,) 


S. consideriamo la prorezione sul piano XY del ag 


mento di rella:R; anemo: OP= buRVont+e2)8 | da cui: 


Sor cospa ut deu pe 
fe Vos +enif [cotta cf 
C 4; 


e ogni pala 


lugler)= 7” ded È rtl, 
cri - Et Ces4 - 20° f (€8- mi); cea) 


vitena: (faug(24)= pe 


Anologamebtt: se dille due equazioni del piamo e 
° della 4 na, avessimo eliminato fa x cla Y, avemmo 
trovato un cilindio ellittico con direttrice x od 4: 
A nor tnferessà / ‘Cguazione del cilindro citcotare 
avente per direttrice la bella: XL 4%, 
/ e mm 
bra qualerasi vetta parallela @ tale dliveltrice , e pass 
sante per un punto P, av pet quarzione : 
Le Le Lp 
._ € mi n 
che puo' esclersi: 
Xp. LL £-% 
cosa © eh" ea 
ove: ( cost + coip + ev 4 
Ore: Xp, Ipyp sono le condinate di dn genetico punto 
R ali tuoso gebriebuzo da definirsi ; 
ue conaseramo fa serie citta del eslindio queta sori 
PIA tuogo der puiti R. Tala sercone dere stare ql 
piamo: CAR Xp + 0098 | + 0008 2 Li 0 ]e sulla guaciliza 
di tatti < pianò &d esso paralleli. 
Dall'eguazione delle vette passanti per R abbiamo: 
a x- ER (1%) 
pe &- (4-4) 
soshtuendo nel ‘equazione def  prano normale: 


possiamo scrivere 
(cosc)x — (etc), + (casa + (eco reat) 4 =0 
mai os 20484 cos 4 È (cosueca i} {4- cos) 
Aa ui 2) +laf)z + Dia 
[5% E b- ov A) — {en nd)X osp casio | 


II, Kosa)x +Lopk Hcosy)z 


i CoA 


7 col 4- 
dalla: xp» X iii. 


Xp= (cp resti) = fomenp)4- bansent 


Quodogamente dalle = 2) 


rn elet reale lemacnt)x - fopeni)s | 


sE ecepyta)e ] 


Le vogliamo che il mosto cilindro sia eitcolare, cibe 
abbra per sezione tefta un cerchio ; essendo un cevehio 
oeterminoto lalla intersezione oli un prono con unà 
sfera, mel mostro caso, È mecenarib che P° verifiehi 
Hreie iferica: 


/ eguazione della super 


Livinmo a quadrato le coordinate di P_sopracele 
Lote e sostitviamole nell ‘equazione alella superficie 
Sferica: (Re kevita di seribturà poniamo: (Cita 

cosk = .; cop=3m; .os0= n) 

x (ona ta nf nz -2lm(mtenfg-a lamenta +e) 14%, 
È Po & n aim Alain 2. cam(teni) bra 
3- inte Come Lin + lemata —amt(Erndz— rom('em) 42, 

f pa Imi inten) x +[ltai] (int) DI + cad ftintn]a*, sly ia tuffa] w 

{ — ron (em) 42 

A formia? £ 4) x 4 

Ps bt fr fa) tnt luz 2mnJ2 

lb pei) = (En e etalmiy salone «2mn fe) 


Vf = femyenz) è formiamo ci simpoti 


stai: De quz ii (tag “cos test ) | 


Che € ( eguazione Al rostro cilmdro. 


Cee” possiamo die: 
Si equazione di'encilindio cixcotare avente per as 
una velta per / osigme degl coni e dala dell'ugua 
gliama Sell'eguazione della stra al centwani, (4) ‘raggio 
VA uguale a quello della seriine erlindica) con l'equazione 
del piamo di soècome per € vugine elevata a quadralo <td 
arente per coeqkerenti. è coeni ario. 


Se spostiomo é/ centro oss! in un punto € 
Qualsiasi del piano, una tale equazione 
# 4 
oventa (equazione generale; 
se 2 
| xd (4-4 ij € 2} R =[pas(ex) +coafò- great] 
ehe € /tguazione diuneriindro cizcolare, avente li “ 


k ditettrice panaute pe su punto» Ce di coseni diet 
Fori : cosà, cosft, est 


ro / cent; FQISls (cin Cox) 05€ pero) 


soblema inverte) 


Vi Eguazione : 


RAR) (Ico) gaia 


Avo Acriversi 


(apre tjx*+ fottocsi na (osti) -tadeap san gal Di 


Mmottiplcata per ua Ko abi ‘brario SI presenta: 


(Rx bj? + iz? + Gy +(@xz «yz 1) = potra kai (e) 


Affinehe” Aa su Cilindro dere euaz: {ar0 i bpo; od va 0) 
se fon su Cilindro ol cedro: 


a= Kospeeatt); Skoda e cati); ce K{csta+c0p) 


(arbre) * Keesarecap+ecaX)= 2h 


{b+c-a, = 2000 dee ef BAL = 2008% 


ibi 

(ara) 

‘oe sl fe+b_e _ a- (ecue, fat bre I 
CRE | A+bte 7 can ft a+tb4e eg | QAb +e mi 
dovra eve: 


=. A 6 dida JR w -a)z 
d= -akcomcsa = ptt) Fents(ao LE buefbsc-a) si 


quotogomente: [enna 9] (Ari ] . 


; das us 2 
quindi: |R= Vestry | 
devendo essere: <A sprsigp;£ stenacont ; fa semplice 


SR | pf; antemo: 


af al 
ed, df , ef. denti: ef _ Ka bre 
2 *2e * 43 edo 7 gi. 


che verifica essere ! ‘equazione di un cilindro al centro 


assi, 


esempio pumeuco 


Studrore l'equazione: 


260 X° 4 IESY+ISZ®- 24xy - REXk -UUZ- CHE =0 


270; bro jcy0; g<0 + puo essere un cihndro 


kx 0163435 = /69 
PIRO +24°96%+ 196 __LIPSILGNSIONMIHA MSI 149 
i @egr VIDI] - (165888) 2 


Eu cilindro al centro asi ;per cub, dividendo per 489 


sika : sex +15" +$f a 2-19 - sip de o 


Cod = |/1- 162 = 


169 ge > 4604999" 
09 153 = da} - p= 8° A 47" 
E "Vga #5 74350 di 
csr=y_35 42 — Yao 
169 18° 
rovi dica: aeos4enpo 2 dd; 2e0ment e 250; scapentza 4fi 
A = Leb 2. 


n ta 
RES un disegno ael cilindro: 
O, 


DZ ‘segno prospettico 


Per Z=0, l'equazione di 

venta quella di un ellisse solo 

ruotato: cioé: 

ALOX*+ 1534" -24XY - 6} =D 

2 20 )_ 1 2. 

grey (8) put) 
2 224) _ 90° 00' 00" 

cai V) ssa 

prera 


= = Bg34 E 
a Host Red e 91667.% 
b=23R.= 0E=05 


Notiamo ehe non € ua proe 


zione della erconferenza di raggio 2, mA una serione cilin 


drica imelimata, pereco” il termiame A)R. 
i 


Nel nostro caso età facile cal 
colare fr areli(4) = 530 ox" 48° 
le cooedinate di A,B,C,D, sean 
mo: Xy3-Ag= 912.43 
Ya=-4g» #9 ge 14933 
1ip=ko= 422 14,6 
tor Ie nda = 4,8 


Ponendo Z=12 di ottane 


l'equazione: 460x'+1534"-a4x4-BUx -15244994=0 slego ellisse 


La (3412). A date equazione opporre du Q} 


Nell ‘asempio nemerico ora effettuato si nota che l'asse 
olel cilindro congiunge < punti 0 59, 0,9) e @534,1) 
d9=43 4 DIA punto 4 provetta nei I quadrante 


XY. È alia sa de 
di X4 per cui: Coldo; cosf= 4; cosf= di 


Vogliamo redere se @ 4 ororettasse nel JE quadrante 


al XY, vd 4 Co54= Fi come diventa L'iquarione (‘fermo 
restando k=.69) 


160% +1634*+282° + 2444 + 1842 — U64z- 696 
Quinali. sono cambiati + segni’ solo lei corflicrenti d ne 
PORT 
aucemo quinai la sguente tabella igui sami: 


Idle |F] guedat] note | 7er0 rombitita” 
ton $°° cesd)o, c083)0, 
avo 


ze<o 
cessco, coifco 


cosa co c0100(È | otro io 


0750? 


DI 
DI 

co @, cafe, 9, crd iero, 

COMO, cospico/ | nd<o cafizo . 


Dalla quae é pessidiie individuare subito (a. 
Hioezione dell'asse del cilndro al centro. 
Gfrontiamo sta il problema del cilinolro 
eircotare du posrerone guealerasi sispetto agli as 
ee abbia per alveltive la vetta: 


Equazione generdle del cilindro 


Consideriamo un polinomio completo di secondo 
grado, nelle variabili: X,4,Zj imdiciziamo -Kem4, 
Icem&,Zeon3 ed i fermini noti 0 costanti com 4; [si 
noli che per le consebe 11 polinomio di '‘seconole grado ca we 
oue varvabili’ per ewi le contanti” Lasmo indice 5) 

Nell ‘esempio precedente (coso particolare dr eilindro 
awente l'asse divetticce passante pet! ougina degli asi) 
abbiamo inditalo: a obi pia euf 
ebe cortispondeno 1 2 Aa Agg fl, 18,0%, Ck 
(mamesno | coeyffrerenti di x ,4, z.) 


N nostro pollromio com, leto sorda” 
27 —® Di 
Au X+ Of Ogg +20 pk +20 X PAOLO ke Ag] 


Se € € un punto quòdlsiàsi dell asse diveltuee Ai un 
Cilindro circolare , possiamo traslate da 0a la 
nostra eguatione del erlindro al centeo, ed avceno: 


| Gerd 4-43 4)- Ri oorslerc)+cosp(44,)+ care] 
Siilupando it quadiato al secondo membro si ha: 
VETTE NETZE TOI TA 
nefomcninxfez)-eopeonlisfaz)- R* = 0 ] 
Sriluppiamo ca i quedali è (predetti della ha 
Sta 20920 A88 n 


arzemo: 
roof) xt + co 844 h-eost)z?- PRESA 
CIRCA O An 
-_ ; dale ii (di Gere x 
e 
Questa parte di equazione è identiea a quella 
del cilindro al centro assi, confinuamdo lo sviluppo 


Ar ha: 


E, icaro —{cos4cop)4 — {cora coni)z [xt 


EA 


—afe-cd ye - (cntcop)x:— (enpear)z]47 
20, 
1/6 “oni)ze —(caipent)t, fsscaxefz + 
20, 
+ fe cas)xi +(1-coit)gt+ ona -afrscniaze -tepap] 10 


Focche' questa seconda parle dello antuppo £ fenerone dei 
coefficienti clello prima parle, , possiamo Acwiese : 
tro, 


è 3 
x + Oy fd Ag 20924 +00gx% + 20,5 ( equazione pl Eli npamanto) 
a olme 


-2 (anxe +24, 4 CRA) X- RESET 
2 (Qu + dahet deste) Y- 
-2 (este + 9h + MX)Z + 
+fax+ CT + 20/1 200%, +30) - a {texmive note) 
St moti che ay £ L'intera equarione al centro (eveluno R ove 
al pesto delle varcabili 41 semo poste k coordinate di €" 


coeffreranti di troslavione 


occore fare motta allenzione al segni dec cocffi- 

centi: @n , Qnm) 03, debbono lutti e tre enere 
ch è DI 

maggio di zero He non lo dono,si peo moltiplicare 


l'intera eguarime per (1); ma se d boro degno È 


Aiscozde , eiven non sono titti tte dello afesso regno 
c1O' puol dibe che / equazione VE eafpresenta un 
cilindro . 

L'esame del polinomio completo di Secondo sà 


do, dava’ Latto dopo aver troltoto il cono. 
Comungue gio da ora possiamo dite che, de 
nel potimomio di ?° grade consideriamo La 
intersezione con un piano quolsiasi la curva 
Sata uma Conca (real de / inferserone auviene 
realmente i oegenere , 0 immaginaria de / inferseribne 
non aviene) (Piano parallelo al cilindro] 

fer ca possiamo dive: 
de: Qy=030 ) ?04=%0p=20g=0; L'equazione È 
seno Afro. ove: A Xe ek ye j RENE ay 
de Gn) 3, Agno 065 aferto segno (che rendiamo 
pos'hio), è de le sezioni com puri parallel’ danno 
le stesse Figure, ugualmente otrentale vo pie tea 
alate ; “LA È ie eslindio: Na cesehitomo 


di def: imize me A queste qeuoni. 


Ponendo uquale a zero, opoure ad un ratae co3 
stante una cualerasi delle tre variabili {pe ubi) 
oleniamo / intersezione com il piamo che ha per rel 
la digiacituta l'as parto uguale e vero onu cola 
te (e 17) 9). IE potinomio 51 voluee al' eapressione 
al'una conca, defoiti eliminando è termini (per 
esempio ra 2) obiramo: 

Qu k°4 Qunf'+LagXY +20, + 2045 + day = 0 
Ore, {vedi VE} dl termine note è indieoto com Qu ausichi 
con Agg perche” Liindice 3 È ptafo asmunto pet La 2. 

Quindi avremo:  (rucccclando ehe Qi;=4yi) 


Cn Qi Qu 
.=0 = conica degenere 


i So = conca mon degenere 


An>9; Aay}0= eMisse mmaginatia 

dh sei DA RO RE Manco; Aaa <0-e0lisse veole 
= 1—- =0 edo parabolico 

Neo caro iberbolico 


da da 
sostituendo i valori nel minore del determinente abbiamo: 


FRS fo nia 

= d-CoL WS atta - NA = cost 

-tascoss  ((-co8f 

Be necessariamente, esudo nu quadialo; 70, 
e guendi /'inferserione È mu coso ettiÉieo ; affroebe’ 


na rende aiendo vige Abe cere enne: A <O. x 


Fer amicurorei che È ua eilinoto; nell'equazione, 
al porto dela Z, poniamo una costante H artt; 
aremo: QyX' + Anf+20,XY + fix + f0y + {aut fc9) = 
Dorcemo Trovare (la 4lena sezione che per Z=0; 


end £0 oleno ellisse conla rtna ruotazione dl asi, 
con gli atesi ani Aoto Erosteto. <nfet (1 veline) 
4 coccenti fa) ed £, É1) servono per trovare Le eoorolinate 
del centro dlell'ettine spostato, ma mon influenzano ne' La 
votazione | me' Le olimeusioni degli assi dell'ellisse, cio' puo'es 
ste veri] ficalo, violucendo fe due eajrusioni per Z=0 « pud= all'upss 
dirne dell'etbise ad assi solo uotati. (Quatora non variane 
le. cuotarione degli’ assi, ma variassero fe dimessioni della sg 
zione mouitnenoo lo steno rapporto, L'eguarione rapprsent 
Lebbe cu cono.) 

Facciamo una analisi cel signogieato dec coefficienti: 
Gng= (17 costa) è lcos'p + cn'k) = fpeuta) DI 
Quj = ((- cf) = (cdr ent) = (mp) yy ks 
day = (0-eesi) — (cose esp) = (alt) (4 
dak= fonte) <ilfcancenfon sarto) 64 
Qual = (- e0s4 19) = p/a lan t9n Ma) (A 
day = (operi) Wire (4 


Aa = (-(6- cli )re + fesa e0ra) i + Lost) x) questi coefficienti 
day = (-U-cdp)te + foracesp)xe +(ceta ca) to) Sono nulli’ mel 


di cilindro al 
mafe (dat fa Ren) 4, t{enstent) e) nti 


Qu 5” +0 


[fu = { Qu Ki + An Go + Anti +20, Sg +20 ke 12044" ) | 


notràmo che: 
Anke + Aa Y + Quale = — Qua 
Qig ka +2 Ie+ Gg Te = - Az 
Ag Ke + Das et RasZe= — Qy4 
I determinante : 
Qa Qa Lg 
Qin Ou Qag | = afgana tag Ag « A 
dg 43 dg8 
A= 23 (da Qn-Qi) - Qe3(2a Q3- An 0) + Qi (203 - Us om) 
ssostilaamo i ratori dei coefficienti: 
frestr)l-catafi-cci)- cossa) ati cosplost) 
v(eopena)e-cde)-ctfen)--coccapfimaco)= (- cf) 
{ coacor)(-cortcop)fcopent) fecsecotyica) =[ofkeatt) 


sommando si fa: 430 


Ort fe tre equazioni non sono sndipendenti; ma sno 
combimazioni Ermeark 161 puo dimodtare che jl sistema 
€ determine fo) 

Cio implea che possiamo olribeze un valore arbitraz 
reo ad una coordinata per sicarare «l valse defle 
alle due . (Gonvrene 4 questi casi porte 430 , op 
59. per defeminare / aese deleilinoko. 


pare IX = pare 


Fsempio NUMEerico 


studiare [equazione 3 


160 X° + 153 9° #954° -24X9 - FIXT —9bya — M6Ox - 14344 +/80+589 “I 


J prim dei coefficienti sono guelli dell esempio prece: 


dente, per cui: 3 


USEISA eadd= i; cop. e11=3) 
Qualora è primi dev coefficienti fesero stati diverse, 4i 
sarebbero ripetuti x procedimenti dell ‘esempio precedente per 
oleletminore N ed i coseni dieefsri. 
Abbiamo il sistema: 

160 x 184 -362 = + 580 

IK 41534 -A8z = +21f 

-36x 404 +252:= —384 
che soppramo essere indelertminoto, infatti dividendo 
ped la perma 9a, per 35 /a seconda, e sommondele: 


40 -3 -3 = 445 


4 +50 16 = 2335 abbiamo la TL riga. 
+36 +48 —25 = 1334 cambiata di segno. 


Ponendo 45 O, e considerorvdo le puime clue equazioni 


403 . ]65_-3 
= 2040-12= 2028 = F395+Hf= 2/2; 
Lg "las a 395 #Hf 2) 
5È 40 145 
xs SUE = 4 4 95600+5f0=40040 y-1040 6 
c 2028 -4 238 d È 2028 


Nell esempro precedente èPbbiamo catcotato che 
par g=18 l'on pesava per i punto Q=(3412) 
soriliiamo 2=12 mettieguazioni ed avremo 

40x-34 3 3145 Lu = 253 


4X 46/4 II 3233 -4X 4514 = 43] 


253 -8 

= 14196 

= 12903 +4293 = 44/96 Tr = = 
418 son = Xrt 
40 353 

= ifa0o+401, =18252 > 48282 _ L =9 
24 43 Ù 2028 Ci 


Quimoli se all coordinate di Q (che avea nd 
crlimolo a ovgine assi) aggiungiamo le coordina 
te di € si ha: xq33 +Xc=(34)>X@F 

Ia=4 + Ie (44) H@)=9 

Ze = +e ==> Tg) 12 


finendo 2=0 nell'equazione data ai har 
IZZ xi 4534 - 24x4 - Il60 x = 344 +5223 =0 ] 
che È /a conica jnfersezime col brano x4Y . 
460 - 42 - 530 | 5129 (tico -ua) = 5129(24336)Trsgrgr 
Arl1® 459 = HI 4 AL fu p20+ 6900) = FIL 16 80)=Bt24ssto 
-580 —HIT +5229 |-560 (8604 +8F440)= -580(975%}=31459520 


de 40Aeenten von degenere] L= — 18884336 


Mo defemiz 


b33 = 24336 DO percio” caso ellittico. 
Aa e ho CO perud' elise cate 

da 4344 
A33 25336 


» tro 


= Xe34 [rato ehe avevamo gie) 
i sura 


mA _ _/21880 lato eh 1) 
LL 4 =5 atote € avevamo già 
Azz PESI È ttovato Di 


Sosh'lendo questi valori (fed volume 15) ret gn e dan 
olell'ellisse ruotato e trastato sita 


Add = 160 XE + 153Y) - 04 hey 25229 
Kira = 4676 
abbiamo l'espressione dell'ellisse prima della traslazione 


ee solo ruotato: 160x%+ 1834 24x4 - 476 =0 


A +2 (675) 
* > S enra)p fata +0) F(2n-dntra dt, * (uova feno 


2 
dv- _ +1852 — . 4358 1352/46 
de 3IR/4I+S4I 313 1625 313335 \4,00 


=|a= 46€ |; 4633] 


ebe sono 1 semraesi Ael''Age cli centro c-£4,5,9) 


interserione del eilimdro col piano xY. 


= arch! 26). hf224)- Llreo-r3,1398) = 
rie) +43) terso) 


= 3° 0% 48" (00 vesso anfvraro) 


(Vatori ehe avevamo gia trovai nell'esempio precedenti. 
Cone a pio prece 


Qualora avessimo sezioneto 0 cilindro con su piùro 
Z2=412 abbiamo visto che 4 contro i sporta mel punto @ 
ove @ER+9212) ; ponendo 2=41% mell'eguarzione dala 
abbiamo: 
deox' 1834" +35(18)-24X9 - 96-14 = 3OIX <MbOx = 16384 ERE 
NR: + 52930 
cioe 


se0x°+ 1534" 24x4 ={ico0 +564) x-34+1082)y 3660049261529) 


[460X%+1534* — 24XY — 2084 — 25864 448045 =0] 


Sha sua eguarine di uma conica che differisce 
dolo me coghrerenti” 22, 0%4, 0 dallo pacedente. 


160 12 «vow| 49045 (24236) = 21439143420 

in 153 -1298|+/293(- 206280 - 12.144) 22031980382 
-An*(819024) 

|-i012 -1283 +1806|- 1012 (+15516 +154836) = -1}9396 224 


Ant(iteas2) 
= — 66889496 


Azi . {70352 _ -Y. As 29024 _y_ 
Azar 24336 ACHAI Az 7 24336 3473 


rabori che avevamo gia trovato. JI vatore del detiminork 
mio diteto (come nél coso pueedente! con A330 ei delemina 
che la emicà È su elite reale i centso:(@= (1, 198] > 


ani e suolerione immutate pere catertahili con gl 


stessi coetlrerenti: ay Arr Str > ASI ;b32 gestio 


Futtocio” conferma che l'eguarine dala è suc 
i 


erindio che rnferseca 1 cauo x$ con uu elem cli 


Centro Elba Votato di L= 53° A com ami AFLAGE ; b38. 


Sezione sella di un eilindro cIrcolore 


dl equazione: 

fn Qu +0, 2"+209%4 130nAZ+20342 +20 3 X +20, +2Ay 4 + Qu o] 

dia di uu cilindro. Un piamo perpendicolare ana pet 

volle ge La dieltbwuce è le geneabiiu del ei 

lbdro, percio” and pe : (x Srrterta) 
ia TEA 


(cre ST € la distanza del piono dall’ ougine degl 


ass) Le due equazioni voppresentano la sercone vel 
ta del cilindro, ma trattandosi h'una linea sparcale, è 
Arfficih cirmotesza subito di quale cursà si tratti. 

Brche «L potinomio / eilindro, È uu polinomio di 
secondo grado (h XIà, l'intersezione con qualsiasi 
piano È una conca. Suppiamo che, melle sezumi 
coi piani Z=0 } {70 ;X=0/4 siamo trovati Tre casò 
ellittiei; com ero' vesta l'ambiquita’ di sapere se het 
tas d'un cilindro ellittico, 0 d'unetlindro eiscotare. 


Questa ambiguita! È presto vsAta: 
Se con l'infersercone del piamo z=:0 adbbramo lio 


valo /'ellissi di senciani GE «E en (494 di: afay)=b, 


Cioe dovra” essete: 


P.2-102 


VE KA ErtBu du , o 
Cut dn)= Vine | Gr + +03 (CRTFT fera)" ea} 


&rando a quadrato e semplifieomodo dba : 


far] 
(outta alata) often fto) (anni 
«fa Qg3 (9082) Gago lea + (art Bra) Ba am} (00 È 
Ala {0ur0) 8020) rt Jrtmt 
stese 


Condizione atlnehe dt cilindro obbia gevong celta 


LIECOCARE . 
ttufiehiamo € maho eiinoo dell'esempio numerico 


£4% pe 
sopure: emudo : age (1-cat}) = Er e co) 
Ve Gun) + (009) «J{e cost) {1-esp]" slice cp) 


= focosa rest recomenpî = 
= VAGISRAZZ DA oca) = am. 


Sezione tella um generale 


Sta DR vna diverione ferita ad «1 srstema 
d'assi carfesrani ortogonali Oxy4z dai cose 
ni direttori » cos4, ecqR, cosy, tali che 

piano. per tarare. 9 olegli assi 2 Notmale 
allo rrerone DB abbia per equazione: 


I Cern) +Eogp)y +4 kata =0 


consideriamo € prano Fauga per £ e 

n > o a) ‘ 
pet la tella OP, esso Intetsechera! 4? piono 
; 


I, 


x4 decomolo la retta ox, che awumetemo 


come nuova asussì € la sua perbendieotar 
%, che asunmeremo come nuora ordinata, 
entrambe 1a€ piano XY. Cee Je figure . sul 


premo X4 pessramo ge agli asi ruotati 
3% . (Le Sip Sepa x4 dono le sezioni dal 
cilinao di direttrice of eoUenate prendo 750 
mella sua eguazcone ) 

Pie iae pra il viamo novmole ad R 
(sue quale e'e° /a pesi rela del e/tinche) 
e su quentto pramo consideriamo sti muovo 
sistema oli asi. AI) , ove L cedinote 4)= 4 
A prorellamo variate , mentre /e cseisse: (30,) A0m0 
acceorerate vribetto ad x, eioÈ: (e) = xe, (e1Y) 
cio eonsepte chi ave La dezione vetta du 
Jruzione delle cooralmafe EU) 

E:5empIO NUMELICO 


Saudne ella. del &slmdro: 


Leo x ‘834%4 a52*-g4x4 Rx -Iege 160% - 1434 y+ Ke8z +509=0 


essenoo lo stesso aliindro dlell'esempro prscedente, Aappia 
mo gia ehe: Kent, co=à; eat) cours; sul £ 


e che per T=0 4 ha | equazione S 


+60 x%4 153 4% 24XY —/I60X — {4344 45229 = © ] 


che olopbramo riferite agli ct ruotati 
7 


L24, 5 


er ol rotazione agli ANI AR 


eanirtmo: 


Dalle formule per la cotauone degli ossi {fedi E roteme] 
{eo x cotp - Ydenp 
5= 407 +4 cop 
si riedva; 
oa x costo +ysenlp- 2 x 4 Aenip esp | 
Ya xreg +feca'p +24 deu f cap 


sd anehe: 4 
3$ = Aiupeat- Step cong xi +4 cas°y 


cioe 


XY = Xisempeag - Yseupeasy +x8, (cal4-sert9) 


Ar pere le sostituzioni occorre coleolare: ee) eco). 


Come sj vede dalla figura 
a fianco, non passiamo fare 
la sostituzione direttamente 
nella, formula traslata perché 
C visutterebbe che non rnsiste 
sulle arcine x,. Sa prendes: 


Ù. si a I 
. ' É » PI 
4 4 ii simo per x, La DE du DE 
; ' 5 
4 FAC H | non figura < massimo se: 
A x x a x VA 
= NIE e DI | midiametro dell'ellisse. 


Zuindi pe cilindri trasta= 


li occorre prima esportari 8/ cenfeo e por Joe la 


euofazione degl assi. (Questo problema È l'analogo 
dell'elise ruototo etrasloto che abbiamo trattoto nel 1 
Volume, ove per denere la formula slorevamo prima fore 
La ruofarine e po fa. troslazione. Qui dobbiamo prima 
tihortare al cemfeo e poi ruotare. God ri generole fa 
tuofaviomo deve ostere folta su figure alcenfio ani quand 
Heblono trartare © guamdo veamo già fuestate) 


Avremo quindi: 
x na DE cosd = 
PP GPAUr OT 


CAL = L094. 
i cuni ra 
= Ja Pe _ 08 4g 
dep 3 o © e” «P- 4 -08 
Lr 
deu'gt cate = (AVHY = (8): di (verifreato). 


f= S3° 07° Ke" ( Yalore 912° Frovato] 


4 


7 
27 equazione | (60 x°+ 1834°-24A4 - MM60X + 1434 4+5245= 0 


vportata al centro assi, Cio solo vuotata, akhiamo rito 


ehe eisulla © [40x a 3IY*-L4XY - 6£6 = 0 |, sestiliendo: 


2 2 ; 2 È; 
#0 (x £ + 4 4 - 244, 2) [ox +25609) “nra] 


lagiinia 
d53( KP + GA + INA] = az ee +18984, siluro) 


2 sa (a fi è 2 
cai (ER ge IL) = gel 1009 (tr) 


SE(er)+ FL (s600x + srasy + © 


e/ot: 3600 xi 425 4° (tano =D e dividendo cer £ di 
md op - Ecco x co , ta: 


da: 


rev ai +8454"- 3350 =0| manegno / termini se 
x ed 1 L'eguarione put ridursi 


Lex +18 4* = 413°] eco: un ellisse ol cemfo: 


xÈ y° a=13% = 2,167 
Dar * ur 71 ove: % 


FIS 


nS/ noti ehe tbortando questo e/hsse de ce(4,5, g 
del cigferna Xe 54 , FE, tO mer nuovi asti avulhe 


C efeito GI 4,4 è È x Vis (hl = 64ore 
ed Ge3D mentre fecendo la ruotazone spero esporta 
re al cento ditemmo eremeamente trovato X,,=6,40000 
4e3-® 


[ala Lal Bates ola civeoto)] 


rasporbiamo ora L' equazione al centro sul 
prano (x);(4) ad X= (*)fenr = (x) 
xt > (223) i (0)>% cus 
Pg ele pa) 404 


Equazione di un cerebio Adi raggio 2 dC eu 
cento «trova du Ce(459 fel sistema 4, 


0 n cesto CE(A7,G, 0) nel sistema: 4,57 
mel cento € 


o 


#9, 2) rel sistema piano (4),4) * asia: 


Apeliamo il ofiscorso ponendo S=0 nell'equazione 


del nostro cilindro ed anemo: 


160K° 4252" -FEXZ - I160x +%687+5229=0 


#0 -36 - s30| £229 (4000- 139)2 5289(2704)- 14189216 
—384 [61410 -20880)= =384 {40560) = -45 545040 


-36 25 384 
30 384 5229 | -saof-ra+nsoo)= -s8o[16)=— 393090 
A= -182t30% 


4#0 > Conta non degenere 
pub <0 ; nd <o + ellisse reale, 


Az 30 + caso e/liftico i 
È _ 
fis. - _A6R6_ = Xe 310,25 


Azz ©  +9£04 
Au . 40560 _ I e 3 4/50 
Ax VIZI 23 


= |AI4' +40 


1s$= Kofeg' vaste)” se/aasfte)- 5229 


L'elisse sportato al centro e solo ruotato, ara’ per 
| ASOX° + ISZ*- FXX LEE =0 i 


eguazione o 


1352 _q3 
GL 4FE Se iasag, FATE 


oi - a _reero —— 

DE = 

5 485 3/0) +27 Né 1352 ? 
1854/53 s è È 4 


4: È = # = <A fe. citcotarn) 


Ponendo x=0, l'equazione diventa : 


153 Y°+082" - 96 YZ — 1434913687 +583=0 Î 


153 -48 -ti0Î 523913325-2304)= sa29/1531)= 7953309 


lee 25 384 |> -384(50752-34416) = -304(20236)=-9945024 


rit 33% 5229 — 1} fossa +i}925) = -tg(-50%)=* 363 519 
de - 1028196 


A #0 + conica non degenere 


AnD + caso ellittico ; (2A<0 } Aulo) line vente 


Au —s0% aci e 
da a "0, 33333 
Asi 4521 © be, 


t 
d 
Gi 

Ù 
È 
I 
da 

P 
" 


3 
Aa 782] Dai Fe--(60 | 
nari = 153 4) + as()'- gs - 5299 [466] 
malto, 


(2) 6X6. - 4352 DZ = 4° 


N 
DT n-fatieg 8-0 \4 =È 


[a= 6,5668 | È [ 452] 


a 


L'equazione al centro dell'ellisse solo ruotato 


È: | 153 g° +254*- 9642 -6£6 =0| 


rS "MORE 
È. bb 


evase ù = 05% >» (4a esrcotore ) 


7 


FITTA 


Arendo coleolofe /e rhiberse 
zioni coc piani: 

<=1%; 2=0} Y70K50; 
Ai dono vvportate nel die» 
gno le ellissi relative, an 
che se il erlimdro intetse: 
camodo l'asse Z ne rende 
CECA Bel /a visione. 
alalla : s52°+368],+5223=0 


2,3 -10,19 } Zy=-20,53 


Z/ Cono 


Dale que relle che si Incontreno ih un punto "V! 


aliemo Superficie conica, o_cono. sè superficie se 
nerota da uno delle due rette [vetta generotuee lebe 
cuoti iptorno all'altra { relta asse del cono) manfenen 
co costante cl sunto comune "y, vertice del cone). 

Se /e velle mantengono costante anche i/ tao ango 
do al vertice, ( g), 4vha d cono ciseolore retto. 


Se la sella che ruota traccia un ellisse su un pià 


no perpendicolare all'asse, siha un cono ellittico ehé on, 


cono erteolare ‘nelymato, 
(n cono elifizo ammette sempre una giacitura CA prani pa 
ralleli che lo sezionino secondo erreonferenae 
Consideriomo un cono erreolore retto , e desionia 
molo on pian perpendizo/ar, all'asse. Notiamo che 
il zeggio "© delle eireonferenze sezioni, & proporeio 
+ nale alta distanzo ‘d' 
del piano dol vertize*)blel 


ove è /amgolo i oper 
tura del cono. Ud anche: 


&a=d:d 


cono. 


£° e014ente ehe nelvertice aggio È nullo. 

Un cono con vertice nel centw assi, con P= 45°, 
(pe cui: taug(g)=4] e che abbia lasse sull'asse £ NA 
per equazione è x0+4°-Z*=0 ;j 4 / amgole oli 
aperlita 29 #4 artemo: 

x - (hp) =0 
domo equazioni’ sf citeomferenze su pian paralleli ad' 
XY, con raggio provorzionale al,e cenho sullaue £. 

Se il cono ha per asse /aue 4 anemo: 
(50 noti ese /e varcabili sono tutte dl quadrato , due, 
eon segno pestivo, hanno lo stesso coeffrerente ; la. vavia 
bile, «ul cui asse & aueche asse deleono, € con segno nega: 
tivo c, Salvo L caso chi 45°-9, ha diverso cosieent. 

Se vertice € spostato di L'aull'ane £= am del coro, 
lo, formula. diventa fer 2445] ove dl vertice 
v=(00,-4). Se facciamo una trasfazione di' as iu 
modo che V3(%,4,%) arcemo.(rx):(1-4)-C-2Jty=0 | 
e sluppazdo è quadrati: 

xi 4 9° E up alle (4-27 ty» ° 
che puo’ essere tnoéliphesta per und contante arbitraria K 
e presentarsi nella fLrma. ciduecbi'e alla: (dvidteao pek) 
xs gl+az'+ bx+c4rdzi e =o | 
ore 20). al&imeatizanelte su eslinolro. A 


S confronto delle due equazione permette oli dite: 
Como erteolare velto com asse parallelo allam %, con 
aperluta : 13929 cuch(Fa] i 

[or] Lig Ea] 


dorsa' vevificorsi dhe: |e= 4 (- G 


Esempio numerico 


Vogliamo cosfruite fequarione di un cono avente 


vertice : v=(3, 4) ©) , con apertura: 2f- $3° 0f'48, ÒÈ: 
fnug 1"), idezione ercolore ed gare barollelo al. 


ge] 


iz P-£ 6-34 +3Z +/[b=0 È 


O) 


EX 4 84°_ 22° 4BX — CM+24Z +128 =D 
J 


Se guesta equazione _proponiamoe «e problema inverso. 


A)I eoeffierenti dix 92? hammo segni diversi; mon è sua ci 


lindro, puo essere Un como. 
YKed f° baro lo atuso comffiurente #8; percio aivoliamo 
l'intera tgunzione per E, di trova Le G) 
;fiebia = #16 > (3443. = -44- fiuto. 
Ae famo € = #16 > (3° +4 46) (975 44 ‘4 reif 
È 400 CONO con am parolllo a% ove xs fer; Gelo pz 


4) St.neti.che mancare. 1 Segficrenti di X4 KE, YZ. — ss 


Cono ellittico 


nie ll cono anziche cireolare & ell'itico, ed ha 
l'asse coincidente con l'asse £. £ semrassi dell'el: 
455€ -sacanno proporzionali’ ad, e se < verlice è dl 


certo assi artemo: 


e \-[g.g.2 
Ei a 2| 


<Se freciamo Ja .sotita traslazione: 
{por (5-4) W(z-2, 0 


€ svr'euppamdo È guadrate: 
-ab'z? - ohxx - ag) + abelza slenaial 


equazione ehe puo presentarsi netta fermò: 


(00) 


Qykt+ df+ Qgz* +204X +2044 +2034Z + Qyy=0 | 


5 moti che: 


Lola Ko percio, dividendo per K pas dere oltenere la (4) 
7% 


Baci 
£ vevifieare che (a -8) 833) ; che: An VAL Ly 
Puo” esere piu vantaggioso dividere l'intera equauon 
perde couffierente della variabile al quadato che visdk 

tI se Lil 
bio. Gi ..) ua dia 
col 469n0 EG vo (pren agro prositiro Con cib elmiiniamo 
Sereptnate K" e / eguarione & 21 brsenta : 


(a (ily +2(2)2+ (+ -2)=0 | 


dsempo numerico 


ga data | ‘eg azione : 


I dextesg' 192 ex 644 + 14Z + 818 =0 
An Ga di 24 2a 203, Buy 


1.J/ potinvrio ha (coefficienti Gu 4,4 di segno 
disende > non puo essere un erlindro, puo essere uu 
Como. 

3) maucamo 1° coeberenti In 243, 2%n, Quindi È solo 
trastolo 

3) J/ degno negalivo sud” imdica che l'asse € parallelo 
eZ. ma, 0a, vero’ è ellittico. 

4) Supponendo uu cono ellitreo solo trastato con ame 

parallelo aZ, divicdiamo l'equazione pe lan] si ha: 


E -È 2° - ex - t)4 +2(4)2 + LI 20 


verifiebiamo: (3Î.4 UCE = 0% (Egg) 


pere: ASA; b=3 Xy33; Y,=4 j zyee4 


n si i 
&x - i A e, z z E} Avi Luppaudo titama 
2 3 / tguarione dala com k=2. 


da ogni €ono elitheo este una giacitura di piami pà 


valleli che possono deriomerto secondo estconferenze. 


Tuttora 0 cono ellittico differisce del cono ertcotan 


perche nel cono citcolare / angolo Hormato 
dalle venerate con L'esa_È contante ; 10€, 
Madgote ol'abelia al vertree sy £ comtnute. 
de' cono eli fico 0’ cugoto formato clall gene 
ralwer son /lane_ varsabrle fatti de apb 
roria da crei} (£ ad cr ore: dA E oo © 
terioliametri p'll'elline es W È l'alto )edl cono. 
Io athe parole ui cono elliilico ad Cisl 


sivelimato peo derconarsi. con uu p/amo di 
sigewimento aa citmpio em XY xd z<0)) secon, 
do ua erteonferenza , cio non pui esa. 
interoretato come mu cono erecolare aò ant 
7 
inelinato. puche <e derioni' celle nom satamo 
alelle erreonderemze ) ana tosrallullo nom sara co> 
7 

otauti l'avaoso al vertice. fre Lane e le gere 
ter. i É 

Per cra. abbiamo lrollato soto con con 

+ 


a Sa - p sà La: 
ani momeli su aromi ai vuferrmento, ves 
oliamo ora dl’ vearare /e formale per coi 
nd ai imelinati, €2€ avent, ver coseni aret 


lori: CAA, ca, CAV. — 


Zauozione generale del cono citertare 


» A FRA 
Consigerramo ora un cono ehe abbia pet asse un 


I ROM Hz 9_ Z72Y alerpose 


el n U 


rette qualsiasi 
7 


siamo cicurre alle £rma: 


ox - (4-90). (2-24. | 
ia — Cp cox | ore: 
L m 
cod ’ * . i n 
Tita i © ria) capire 


-S€ consideriomo che / nostro cono opba Qbet, 
tura "20" è che ji vertice "Va dl centro di'unà fi 


CA raggio 2°, amemo che / equazione della sfera dava; 


fonte = a 


mentre il cevehio inferserine 


fo tale <fro ed} pestro 

Como ana ver taggio: 
[E - Rae | 

questo cerchio giacera' SU 


An piano perpenalicoCare al= 


L'ane del como, è sara Apostato crspetto PARA 
[Aeg] i we ayca' per eguatcone: 

[ coss(x-i + 046(4-Iy) + Bost(7-2i): Rep | 
Ma i luogo ssonetrteo delle imterserioni de 
questo piano ela sfera oli raggio variabile R 
€ € Insieme der cerch; Jerioni velle cel nostro 


Pi Pi... . 
cono fe cui eteontrenze seno (a Superticà conica, 


Quinoi' se eliminiamo R Vici le due equazioni dh 


diamo l'eguarione del cono: 
ix ( Y 4) &-2,)= fsi) +0098 ssptti | 


Puendi: L equazione di un qualsiasi cono citcolare 


retto, comunque disposto tespello agli agsi È dala 
da Ls 


dall'equazione d'una sfera di centro V che dh 


T 
bia per caggio L eouazione cel brano per, norma 


le call am, dinso per il coseno del. Semiangolo di 
apertura del cono. Poiche nell'equazione della 

26 taggio diga elevato a quachealo , anche l'equazione 

ae/ piano e coy soranuo a quadrodo. 

St inobi che l'equazione è gertrale \cemprende l'è leguazione dl 


sro crecolere retto, basta porre : 420. 
“SWEnbpoao : 


cosg fka-x)":4-4) È, (a-2,)} s fe corti (5%) + 0178! 194) + cort(r) 
+4 cosdecififi-s14) +200601f| Gcnfbzscpcaltagz] 

[ey esa x i (co8f- es4-4, + (cosy- cote3] = 

= Aces MY — BELEN YX — 200Ideo ky Y+a codoni xviy + 


4BLMA 0) AL - IESAAN Ze X 2 cos ey Xv T + geo XyZy + 


LItmpnt 42 - 2engent z Y-20pgenzhZ+ JC0I peri SAy = 
Ai Jxsegpfent vid] sifettet)) * 


4 (te cat, + mete calze + BU Le, dI 


- Jniluppando 4 quadrati al primo mem bro del, 
l'uguaglianza s, ha: 
ia cos) x° - 249% +10) fp SAIlp% i +47) + 

+ (engcon :2)] = 
Se portiamo al primo membro anehe £ termini cel 
decomdo membro e / taggruporamo in ovoline eli 
9rado ) 7 mooo clk Lane più compatta o formula 
dr ha: 
(cos'y- co) XA) [Cetcog)xyi cacrencoigei)cdjXTX + 
tg eo PISTA tnt) rar 4 ca benzona pacata) cy 9] Y + è — 
Cosy-eo8 2") [s(oasen)yz Vine IDEATA 

Cod Xy + 00094, + entzi+ 
— Cappon ta contri cangza = 0 
cos (x7+4+25) 


Occorre evivlenziare e dista 
quere l'asse PI del cono 
dalla retta ov, dove P 
È l'intersezione dell'ane 
col piano Y ad «sa notmale, 


€ pasanle pet l'oregine"0 


i degii assi. Abbiamo: 
Fs "a _ r Toti, 
|or î= 0P°+PI* | | Losoxptosgi tei," o] ERIN] 


Li fermola potrebbe essere resa DIL comeisà se sostiz 
luiamo: (Esfconrre copy, +00) SyX. - persa (cap ] 4 

> ia -xp)- costeru]= senp x]; andlegoment 
le altre: Miatazza dr* 
fesari senbiecatizi valcestenpns + conenttzz, + topeni 4r)] = 


fecero 200847 + costa) = pu? 


essa olverrebbe : 
n ye RIESI [uil AR (tune 19) x 
(foci reca) capra -2 TA iu + 
ai CL4 pan 2,)z 
_F7* Dis) = 
+ ( PV°4 OY tas) o] 


Dalla cuale È possibrie notare che se uma generatrice 
5 l 


ale cono pasa ber O, ec se comeide DW oTr, il ferme 


: = 23) 
moto 1 annulla : IUZZZYA Pr'/-0. 
Jo generale una equazione di una superficie conica, 


: 4 ; 
(Pelndro € da consiclerare un como com vertize all'infinito) 


dora del Éipo: 


Gy X3+ QanY+ Gaz 34 2019XY +£ 43 KE 1203 Z+ 20 X +20 Y 2g e 0] 


n eone pasa perl origine con una genetalice. 


Se: day 


8530 | Qy2 Ani dela 0, «€ 


Se: gA=0; Ag30 ; 
dn Ra 


cono ha fase parvalelo oll'an Z- 


facciamo una analisi del significato dei soefbia enti 
(censiolevanao:$ gia divisi ver l'eventuale x arbitrario) 
Qik = (caq- cosa) = (senta - “n 
(cop -<08 A) . (nat p - te) 
Qas /k > (o8g- 5) = (dts - sf) f 


, 
4 
a 


Qufn =(-costcost) ì 
drslk L= 201% c0sf) (e (Sage Gate ata | 


“n Que 


812/4 =len p cat) 
da > ox +08,+854) 

Ca == (Mate Ra 40,8) 

4 2 (QUXv+0az)p+ gt) 

Di = (Grange naar, RA a) 

Confrentaudo com | cosifizienti trovati per l'equazione 
del erlindto 51 mota che sono iaentiei se poniamo: 950 
ce cvip=t. Qhbiammo Quimdi una inecanita VA più id 
€ < ajota, augolare CA del cono. Si mota che costp i 
quia so nei prim te coeffierenti che, sommanebli : 
& + An tdyg)= K & cy 3); cs chel ei, PNRA € 
restano vue incognite "x" e A ‘Kg possibile cal= 


Ù UG dt: — di . 
cotarla con da seconda terna di coefrizienti; infatti 


Emo Oia , +R(cossede)r (costr) _ _ ke 
fa XA) 


Salmo keodh; Galia _kest è sommando: 
ada Bag vi 


(e + ri + falla È -K(coturensp rent) -K 


ques ta n può  Aersvessi: 


| K3 — Lei lai + ajoi + azaà ] 


A° dla (gala Lay) (Ant Ar td 
COS P=5 (AT aloge@iag + Asa 


cod = Bra |- 09013 (2080833) 
- K A3 +8 (hab +ata + asa)” MT] 


coSA = Aalay | senti, (Anfo) _ 4 
KA BS (aR0g + Aid + AR) ia 


capi Bolo |, Lod Gita) 4 
L - KG 274 (sia +Ri8, a) 1) d; dai 


seta 3) 


costd = e cop = 1 
Pea ani 
of anche : 
coda i na Br da | 0% 
Vera aa VETREZAOTA| Mi rest 


Sr noti che la terza terna di eoeffiecenti € 
vone olelle cordinate di V [vertice del cono) 
e dei coefierent delle ode Lerne precedenti. 
Nell'equareone del cilindro, abbiamo visto, che 
d determi sete dei perenti delle eoccdinite 2a via. 


ot che le tre equazioni non etamo 1ndipen 
denti, infatti ene davauo le coordinate di 
cu punto dell'ose del cilindro che nol po? 
teramo definire Alribuendo un valore arbi: 
traouo ad una ecordinota. Co' voppresentora f 
punto d' infersesione dell'asse e0/ piano sc80pre 
dentato della condinata scelta da pot. 

Ora <0 s,5tema: 

QuXy + Any, + QuzZy = — Ay l 

GyzAv tha 4, rAgZy > Reg | 


Agky +43, +43%v= -—d5 

Potral Lovmirci /e cooroinole del vertice x 
« ditena © possibile; ma, per velo abitati, 
e dAstema e possibite 
al siyfema pro” esere ducelerminato | e sha il 


ertndro ; ma guo esse muebe impossibile 


ed in guerto caso Lsomrmeremo casa esprime Wi 
polinomio: 

d » 
dn certy cas, per essolvere le coorolinate di) 
puo convenite eli considerate /a fermata nefla 
/ 


qua forma più emessa, mella quale i stofema: 
4 


Quf = Xx sup 4 


(ved formato nella ferma pri 


molkiplheonde fa 7 equazione per 094, La seconde 

pe ent , da Lerra per cod), e sommando le tre 

Lquarioni avtemo: 

4 (ace 4 00} +Ayecsi= faveosa +5, 008 +2 203 \)adp 
. (9 0014 + fo cap + 2034 

Ma: Poiace 7 un piano passamte per l'origina degli assi 

pr ei: [eo xp + en84 + ez % =] mentre: 

Gai Xv + 00984, + TA SA per cui: 


PV = Qua: CA% + Quscorft+ Ag 004% 


K dan 


e dall'ultimo eveffreiente in forma concisa 


Qu = (Peng - MK. 


pen, il 
7-4 | Lu. 97° I 


rieaviamo. cop K 


ma il terno grepso di eoeffrerenti peo essere ed: 
guardato: 

da ={ PV cosd - Ca'p Da 

Au «(Peng -(coty)hy)r 

Au =(PVeny - tes g)z)r 


dA Elli titani GI 


zye LICAX — Qufr 


i 


pessidmo verificare che: 
a —%* —* o 
xp +44, = OV = OP+PV 
I! terno gruppo dl coeffreenti mella forma precedente: 
Xp = Xv qui + Qu/x 
Jp = Sg red + Qufk 
Tp 34y atlp + Gul 
permette di revificare ehe 
COId Xp CABI, senta,= le) 


h {gia giutlicota) 
e che: (x dz) op*. 


U e infine da osurare che £ coeflieienti cette 
eguarione Sono dieci , mente «€ 51 gnificato Ai' fab 
coeftrerenti e ce funzione de. , fi CAX, cf, ent 
Xe 54747 ;) Cse offe SIA ol cui solo th 
endifend. LA eopeudo: Cose eng +esr= 4. 


Per selle incognite bastano sette eqUSZONI, gia 

di almeno tre eguazioni debbono essere combina 
dineore dele vestonte. 

Esempio Dumerico - © studiore /eguazine 

di un cono che dbbia il vertice V=(3, 4, 5) , che 

abbia l'asse divelto dai eoeni diveltori : 

coi d= 0,6; co f= 0,Y VER co0)- bis 

costa ; edabbia apertura: dpzafte 5) 
ecoe: Cos y= 980. (Aug = 0,3) 


Dall'anolsi der coellresepti dell'equazione del 
Cono P64,amo0: 

da = (ey - casa) P (280 -236)a Quay =(0,44)k 

sa = - 058) = (080-043 PA An:= (0,31) 

Sa = (cap -cott) = {oso -945) 4 Ag =(0,65)K 

In queste tre eguarioni figurano come imecgmile indipendenti : 

x, AB K, fi uo 4 valori (manca uma correlazione 
«indipendente ]. Sommando le tre cottetazioni si ha una 
nuova correlazione (oombimazione linesre); (neo indipendente) 
è 
[au Qn + ag) = K(3e0$ #1) =“ h4)k 

an) =2R (-cssenp) =-ek(0,6)0,7) = — 24/04). = -K(0,84) 
0. (-condcosr) = -2n(0,6)(fs) = -20/002319)--kfoa4r58) 
a(da)zk {trp cet), = an (076) = -arloatnossn)-x ost) 


Jo questa seconda terna di volori notiamo ehe: 


dins _ — K(cosscdap)/ cos este)e _ - KE 


fas AEargi) 
Qu la - —A(edeca Sk - 2 
di L aa Teo 


Og 0a, i Le een faf carlx PES e 
mita PRA Keo % 


sommamdo e ricordando ehe (ca +ena +e95) sd 


Ai ha: Qua da, Lal, Lady __g | 


da ds DA 


cioe da guata seconda terna è possibile coleotare 

K ei £ cosi direltore. (Well'eguarione 6 bee feuero in 
2videntà «4 du: gfen): Yan) ; 5) 

Feovali:  K_, 004%, coik, easf € possibile con la pi 
ma terna di sorliecenti coleotare 9 conf quaoni 
drerse, csoÈ vevificore che la correlazione esistente 
pe go e quella di un cono. 

Pri delicata & la terza terna ali aoeffizrente 
ce, eome abbramo visto, puo cappresen tarsi co 
modalita diven, sempre ih fanzione delle condina. 
le del vertice :V=G45); Venslichiamo numevcomente.: 
#(@n)= 2k [oss (case tr cf Keeara)- capi 2% (sr 99-rafsn 
ay) = 3h pospforrie es spent z)cde = afoe:53)- 1= E) 
as) sa EaM (case capyyrentzi)- cal pro] = ce |(453)-s0) ces 146041g) 


opp ure : 
204 = -2 (4%, +0g4, + Qt) =2k [-M63+042)4 + basa tlspean(1821895) 
2024 2-8 (@nxy +Andy+ Oy) LE [[sals oa) 4 +28) 5]=a (039554404) 
2034=-2 (Aug ky 0g + aylj2k fest): 0atnoe13]a 49] ax fasce 
calcoliamo ot4: 


DV =|(3%458* ; Ov=V50 ; [= Loproegoa 


aos =eà + (xe xp) cod = (cost) PV analogamen. 


hi (-4)eng =(0A)PY ; (erp) ear = (eos 8) PI ; 


sommando membro a membro @ viexctando che : 

(oso) xp + C04R) +2 r]z=0 (piano di P posate pet 0) 

lizza Ry COSL + Sy CAS + Ey CAV = (3.964.407 + 5778) 53649473 

dP= VOP*-Py* = N50 SENI = EMATICI = cioc: 

[0P=2 605056683]; xprx = Dic ; % 4-Dieofi 37% Neos. 
[gf x ded'f - Quk = (392)- 4521895 ) =[0,52/835] 
il = dr deg auf = (4(08)— 433554111) = =|-0,5F554411] 
Rer= 20 duty - uf = (5009 ii TTI PPERIZIZEZZA| 


da cui ritorna: cr° + #25: 
CoA (xe) = Xp/F = 0921595/2,6910861483 =-0,3418]1409 
20) (4OP) = Yp/DR 2054554411 ,43}08403--0,213394062 
CA (è oP) = 2/0 = + 2,468 42766) la, 6970866RI= +0, 45U3I93 
ir sita Lea 
xop =109° 59 14” (08° (xo) = 0, 16835039 
4909 = 100° 19! 14° co (49P) = 0,045527324 e4 


20P = 23° 484" 20° (20) = 0,6362466 


coaletamo cova < termine moto: 
£ è e 
Que = cY Aa + 9A +27 A 1 AA + 209 + 203) 


Qu = (304) + 4[o1}+ 250163) — am) -osetst)15- o 02214408) 0] 
Qu = - 2,2552336 


Percio' l'equazione tagpresentativa del cono 


III AR 
bag 0,3) Yo, 68)? — a0tJx4 - 2 [pasrata)x2 -oatuosssi]yz + 

° +4/821898)x +9f1a1554181) 4 +af4uGsari) + 
-t,15936) = 0 


quazione ehe pofrebte essere moltiplicata per uu K arbitra. 
zio 


TRI 


7 


Problema inverso : data / 'eguarione ora sercllà fro: 
vare Je caratteristiche del solido che roporesenta,. 


«Supponiamo sia un eono; pereio clatla 4econde 
tema ol coeflieventi abbiamo: 


Qn dg _K egk = (0,42)(0,232379) _ 0,36 


Ax —{0,2}110.8834) 
Qi Ban = <K cosp = (a 620(087 10884] 9,49 
dg -(0,2323%8) 


ds dr peg} = CES , 0,17 


© 04 
=. =-d ) =) 


(34) 


C05°d =+0,36 1; e0k4=0,6 | u= 53°of' 48° 
200° =+0,49 | C04R= Di 3 45034 23" 
wi f= 945 | 6V=f018, d-epu' e 


sommando na 4 primi tre coebticienti Li ha 
(ur anran)Beofp-1)kK + cos'f <ausog1 +96) -080 
Coty = 080 ) co g= O\8942Z 194 | Y= 26° B' 56" 


veriPrehiamo: 
t{costp- cr) = ly > {0.80 - 0,36) = (0,44) 


Ken - BR) = Ga = (080-049) =(0131) 
x(coty- cat ) = @ = (0,80 -0,15) = (0,63) 
c/o conferma l'ipotesi che sia qu cono, ma 
obbino cuceoa sus revifrea. 

Catcoliamo le eosdipate di V dalla terza 
Lerma di aoeflreienti: 


Xy (Pera - asta =lE:5343/47}06)- 45218991 = 3 
= «r erp - ambi L30491 Ept) = + 


Zy= (Presy- tato =[essusloraia) suli = 5 


fogliarmo rerrfieore spplicande / determinanti 


ferma esbesa . si 


alla equanione nella 


Qu= 182085 yet + 04,4 287) 
Qu = ABISSI )=- (n ky + Qnfy+t Air) 
agi 146846 1 = (an ky+ 9asty + Bata) 
cerchiamo: la risoluzione col determimoante 


ou -068 -0232319] 0,65(-0,04) w — 0,036 
Aron 031-0341088 +aapnomat (02168) = - 0, 0588" 
|-oresaagg «oaniodata 0,65 |o,2323p9/ 0 r9sgose) = + 0,043 
A= - 0,428 


4 oss 0451043518) e -0, 682/854 


+08 (0,09293F + 0,0 25200 
4, seas 0,1053): +0,2%299 


-4, 521895 — 0,62 
—1,3E55440%1 | 0,3) - 02}HO8R4 


41 FUBABLESA - 0,208, | 0,65 


Ax 3F70)384 
CELA 
Xp one = è 
Db —h521895 — -0233} o, usf-124425)= - 0, comes 
PONY = 3FSTAIA -0,SfhO8th iasragggif-o 21607) =+0,3164230 
lo, 23039 +4,A6PHL661 0,65 |-oasat3(0.992951}}= - 0,021 
C s- 0, 5/8 
TERLELIN e) i 
v_70,188 
0,44 — 0,4% — 1,5219935 a sss8841(-0,04) = - 0,058F3} 
0,42 0,31 — 1,3}.SS441%1 nata -0, 3373185 


— 0,4108884 +4, 46842461 -0, 2328191 {1osss1)= —0 ,26 33885 


}-0, 232349 
Aa= — 0,640 


Vevefichiàmo ora «6 termine noto ay, che 


mon € stato usato 


des = fari Ost + Oni + 20gXile + 204% Ze + 20%] 
Qu = LT +(03)8%+ (aes) * —afosdra -fo39)55 -fostuoers)es] 
du = [3,86 +4,86 + [6,25 =10,08 — 69713} -10,81435386 ] 


du= -8,R5%3337 conferma che 11 solido È sw 
cono con verliee iu ve(34.5), Con apertura 2: 
2(263'54)= 538 0) 48°. ed avente per one La vetta; 


LI > 14. Z-. 
0,6 0,7 a 


Questa. retta rucontia paro <L piamo x mel pinto ; 


XK EL +3 = > 4,145 9666938 | 4 di 4a 
ori L 33 i J rail 5,03696142 


per yo iucontra <l siamo XZ mel punto: 


xy3 3h 43=- 048854429 |, 2,= see ss2 1FB6ILLLO 


k7 ot 
per x=0 dueoniza de priamo Yz mel queto: 
45 sil 4 05 | 4 SAURO +6 = 3, 06350832} 
, 


Cachiamo ora l'intersezione del cono con © prc 
LI indio 


Intersetione del cono col piano x4 . {z=0J 

€ ‘equazione diventa: 

{ (og X+(039) d° Hosa)x J+Alesaneas)e iatssn -&12512336)=0 | 
I determinante delle coniche: (8% ouAn - Oss As + ayAg 

044 TUA +4,521895 | (-2,495}2336 (- 0,04 ,) =+ 0109028934 
POUI 40131 n A BFSSAAM (A SISSI (1240488898) — _4,444T1544A 
| S21095 + 43ISSHIF -2,125723936| (+4,521895 (-4,0495/08) _ _1 5942534 63 


= - 3,9000000 
a#fo + (conica non degenere) A 


A8 s(- 0,04) 40 + (caso pertelio] (od ani tuolali' è brastate) 


Qaf0, an #0, ato 
Cootdinale del centro traslato © E 
41049516003 — E 
Ka = &- = ATOOÌ Xe 3126,23790 
Lisio alla PALIMIERE 4, =+31,110883 
ui 


fagolo di rotazione degli assi di 
tana (24)= 20M = 22(048)., 2084. = fanale -6,44153846 


S f&n dn) (o 9397 0430 


Foreh (LE) = (dj = 49° 23’ 550%] 49° 23" 5534 


occore ticordare che_per trasformore la Laugente la eg 


seno, 4 radical deve essere assunto col segno della tangente 
let di, 

cossa) =. VER > FR 
cost) = (£ET cosfan) — IEzE — 


2:85 
Cai= 6/85 | 

denti) = Va = [AS He ME 

iii Lala 


calcoliamo i semiassi Ge b' Hel! iperbole. 

dbbiamo ampliamente trottato VA E) è vari east del: 
l'iperbole coniugata ed abbiamo evilenubto che, mentre 
mell'elfisse si assumera come asse focale maggiore fa 
4, ed 4,, nell'iperbole cio nom vale, perché i fuochi posse 


no essere Sia SUL SEMISHA ‘maggiori, SIA Sui semiassi minoti 


ele du pedboli 4 ‘aliono coniugate. 


Ko «teat, = fran (Ga 2000; Ò 


K4% = «Ac 
Az €94) 


488% = (80) -2000) = 46 000 
(Ga + an) =(0441(031)} = 075 = -£.)K 


fin Can)" (ant = (osi na)" (0,04) = Lo85)= b'+t)k 


dividenob per k 
= — 1500 


0-4) = (0,35)(-2000) = 


= +4f0o 


(4°+4, = (085-200) 
= 200; 4=400 — 40] 


dmmaudo : LI = > 
Molliaendo:  —24, =-3200 ; 424/600 — 


Nes?! perbole ao dossi ruotati e tiastati non vi € 


nn ped 90 432 ed 


EE 4=6 ; 


î urti del emo sugli assi : 
d'iperbole incontra L'am X ;(4=0) nei punti: 


0744 + 2(1.521896) x -2,72542336 50 
= kh 09648 


1 273,4588S22F3 £ 4261773335 = 
xa \ 


+0,802425 10% 
L'ipetbole sneontea l'asse 4; {x=0) mei punte 


34 4° + a(13vss441pI)4 —3, 72692336 =0 


4 x > -— 9,t}4068684 
eb 64% 5,8682962 = tea) 
TTI S 401691590459 


I emo imneontra L'ane z (450; 4=0) nei 


bi: 
PORTO Dea? - 2(146843664) —.9,125%8336=0 
Zi & A 251808824499 
= 19438 + 3,0491050 = o 
% +2,4591 94; 1049 Ù È 20,389985533 


Infersezione alel cono eol prono XL ( 439 


L'eguarione alrenta : 
% td 
| OLI + (068 -2(0232319) x +alasanse)x -2(uutananet)z “ao] 


N determinante delle coniche : A= GysAsn — Gasha+ GuAn 
q1&h —0,2323198 +4,521895| Lax2spaas6/ 0,33%) = - 0,68236t83 
0232349 + 0165 —t460434A0i= Tarsia tti o usi) = 0, L29444 zi 
tunes e acausi -2752336 \ts2nss(- 01048) | = - 0,99618196 
AFO (conied non degenere} A =-2,048 
Azze +0,882>0 Aeaso ellittico]; A < 0; anh< oAdiiae reale) 
#24 fo focuotali); Gay po ; og fo demi tua) 


cootolinote del centro trastato "e" 


As 201648 © 103469 = 

Ass +0,832 0 4775 Xe 

Asa _ 200892461733 + 0,3923451 £33 RTIZIIUTA] x 
+ 0, = piome, | - 


Azz 
angolo di tuotazione degli assi: (ke) 
darg (20,)= SR > 22l3t9) _ 21068 {ga 


e (QU - Ra) (044-045) — (921) 
7 
= FE)- Lang eoe)= 2,21819334 | [e37 50 30m] 


Po Vr) = +39 Viso IX 
cost s( ai cos(4,)= .-_. Le VE 


caleo/o ea: assi 
s A 


Kofi = Rule + Que + RX dg a As 
sa 
Aa la ferroso bo luscosero[-oedsifa 300 
.. (ia bossuris) 4412512336 


AN = 3432624883 + 4032810194 1, 636ILGIZI +2, 22802336 = 
Rats =8,899586%800 = PSI 


hi > 
"°N.__2 (14°) 2/082t5862) d: 


di 0 &nt dz A (RESTI PA so 6) ta (usate) 


AI 65514940 — _— —1R165EE240  _dl=30 399524 
UEZE: UA sent = SIESCIEZGD 24° - {03448836 


Cammeo 409 +0,51 


" 


43 d = | 30,43995234 


Q= 5,5139413% 
4 =3,33181919 


. LU # 
Intersezione ale/ cono col piano ga (X=0) 


4,3 6 = VA. PIMEALE 


Ul 


l'equazione diventa : 


[e2)4* +ceJz' -a(03110 88%) ga iosa staz 
tuali da tan ® & 1913336 )= o] 


di 


.L' determinante delle eomiehe : A= GA + Bpfsr + on Ag: 
+0,31. — 02}M103834 pda [-1335p2026 (G,RB) | =- 0,3489251 


IIMIOBIIU LOG — A46B42466A 1144342441 (0,0822904) 3-0 1D83X500 


(434SSMIN(-0,496 ) ; =- 0,6822690 
Ao +{ctomeo nm plegenere) A 3-1;181 000" 
Az: 4+0,1%8 >0 + {eat ellitico); (auAco P sA<0) (live reale) 
equazione compera > ellisse ni ani vuuotati e tfrartati, 


+ ABFESIILI -146842466) -2,9SRIL 


Lu Q496_, 4,= - 8,875 000 
Asa © +0,128 coorolimate 
rà efrr pente del centro 


As _ +0,08229%4 = +0,642893150 
Azz + 0,128 i 
angolo di ruotorione asi: 


- 0a > D0:542217668 _ t84t | 
laust4) er aa) =+ 4594151841 o) 


(ETA | 
REN CEST ‘ E è 
cos(24) mara 053/2500 | Cosaz fircenzae = 0,885 | 
duud= poli 0,484122318. — [cosu= 0,85 


calcolo degli assi : 
Agia i = 4182 
SE LAS 0,128 
verifihiarmo : 
MAS = an$i+ Anti + 20244 
z Si 
=k4t4t= 99/281)" qesf08620931) assu eea ia r 98 aaa 


Katz 41654254 0,268653083 + 1,350}F9956 +2,42592336 = I 


= 9,5 


dita 
U\,__ 209) 18 
sali (2314065) 7 ffaar- epoca) © (0,96) 7/0, 0096 


5-= 5605 > 


e 
TT 1___ 457 
Be GI796M Nati 4,195 =» [b = 3354101968 


Eh' elementi cwleolati er eonsentone oli Fare suo 


disegno prospettico del cono assegnato. 


; Î 
Ragiungidmo al cisegno anehe ;ipterserione del 
PA: 


06XK+6f4 +1015% =0 coe dana 


lomo co prano hi 
ser Pe per! CACIZA degl ossi. 
L'nferserione È sun cerchio serete' i piano 
È normole all asse cel cono. Il cechi cl’ sento 
CHASE #31= PR 


Pe cagaro ME PI rag = 47 


Il 


Porehe' R = 326824583t > 0P=2,60f086699  puol dire 
che nessuna genetatuce del cono posa ber l'ovigine D 
Se uniamo Pen? e da P riportiamo +R, sr olen 
gono ge estremi del diametro: CD , ove 

Xe = $-(0+8) n SOUS (2, 634006689 +3,26045831) = 
LO) = al P-R) is | 

2 - 2,039016%13] [k=12.8522615] 

Y= 0» R)= (-0.84554141£1)(2,%68 925) T=TE2gtot 12] 
h= & 9) (-asyss41t1){021169925) m [get 91008234 ] 
Ae = &(7.8) -246842664)2,11 16938) |z=1 FP] 


ZE Erra) "(4 2168435664}-a1}395) =[z3-092273 0012 


n 


n 


siveuificomo + calcoli: sazia + (EEE) =R. 
Li equazione del serehio intersezione del como co! pià, 
10. Q6X+07Y#p15Z=0 puo auche esprimersi. come inferserione 
oebla, sfoa: (custa) 
Alive coowdinate dei punti del cerchio possiamo defe= 
minatle facendo passare per “D'un piamo parallelo a 
<C e54 | guru: X=Xp , sotiliendo melle due epunrioni 
alel ced, : (a 4/99/6895) +0,t4 +|la6z = 0+ ve Dt90IS5tA 
+ o,spsssmnt + (2-a serve È = RÈ= [0,68143085 
amolosameadi col piauo:Z=Zp porallelo ei xy. asa k du 
cotpie di; 


nti, zispettitimente aventi le stesse aseisse, Kp,o 


le stesse ordinate Zoo Je stesse ordinate 4 se il piano È paz 
ballefo a ZX ; nei tre casi aveemo le coordinate degli’ estremi 
dei oliametei : 


0, 981898; 3, 45488; 5, 12513) 


(parallelo ge) 
&,5(-0,921895; 1,0066888} -039129}5) ù È 


Aa 3.42,459039} - 0,5455441}; 450636) 
l 4 cd xx) 
. Si parallelo xx] 
8, 3 (08639833; - A StES4AIÙ; 0, 298493 7 


s(- 32; j146049% 64) 
As 3(-3,403382/ 4, 55402 j 246842} ti fparelielo ad x5! 
835(4 SEUS{ -2,t0249; AS84I}C6I} 


J pohnomi di 2° grado in tre variabili 


Sa: 
tostate 420 +20 4420 k4 20,4 +20,2+ Axe 0 | 


U polinomio completo, esso tabpresenta la superficie 
di un solido ehe sezioneto a AUD piano de ima 
Cop;ca. Tal superfici sono dette: “quadriehe” 
Sappiamo ehe fe coniche , Ca dirtmume : 
portone essere : * degeneri o ‘nm degeneri” a 
seconda che il geteeminonte dei coeftrerent. x porti 
colazmente definito come: determinante olelle comichi 
da zero © diverso da zero, In perticolere 


do + (oppio di vette convergenti immaginaria coniugate) 
editato) 


=o+Ag o+(coppra di vette parollele)t.1/An, feet) 
ro (Emi ate) 


0>conpia di vette ceali e distinte) 


po(ellisce immaginario 
3 0-4 (easo eUiltico ds Aaidl de {°, o(eliize_. x vo ‘merto) 
co € iise reo eee) 


FOA = 0 {teso portebolico] pes ola) 


<o+(taso ipasbolico) + ( Ip evbole ) de(a,razo)+ equilatera 


- * . 
Quindi nel caso Ai un cilindro, | rkrserione con 
um pramo porollel ole geperobai saraiAz=0; Ag=0; 
/ 
nel caso del como, l'intersezione con un piano passante 


per il verbice dara A= 2; An <0; (e umtiene genera bucil 


AI fine di umformaerci 3/ simbolismo usato per le 
coniche consideriamo il oleterminante che indicheremo 
con À {i determinante A delle coniche diverroi il 
minore: Au ed 4 minore fu diverrà’ Asu six) 
Qi fl 
1 Qu Au= A Oz, A 
TA 


au An 8 du 1 dus hg 3a, Li 
Qu Ra Rs ay l 


Ri A 9% 


(1) 


+ wu Ax L° 


Res Br dz 
; as An, 
Qra Ara 


24, Au "a Pasi 


taxAzi 
Dorsemo Astnguere < solidi, le cui superfici 
«sono continue amche nelle derivate fee non prese) 
tano spigoli eettiEmei o curtilinei), im varie specie: 
VEZZA ali tolozione | eivì generati dalla rota: 
tione oli cna Linea intorno af uu asse, (;staute 
per istante La Linea e l'an sono complanari ),.51 his 
casi: La Hera it eitndho, Leno, è paraboloidi 
Ai rotazione 2 gli ellissorai di rotazione, gli sperbolecdì 


o rotazione, sn genere tutt £ solidi che sezionati 
ER: de 


con prami normal dll asse di votazione diano delle 
citeonferenze come Linee oli intersezione. 

Cio premesso, guesti solidi, olbre che tu aste di sim 
meta possono aree iu cento di simmetuia (ehe 
staral sull'ane cd iudieheremo con o) oppure se verbi 
che Indichetemo con V è uu punto carollivistico dett au 
che indichesemo genetamente con P. Quindi €'equatia 
ne dell'aue sana del tipo: 

lecxg) , (4-49), 2-%, 


CT coif 

ore a P, caso per caso possiamo sostituive "€ +.V° 
J piami normoli a tale asse avcarno per equa 
FETTE |(Cosw)x+ cospy+eost= I 
ove Î © La distanza date otugine degli assi. 

Poche so Tali piani debbono rnsistere delle 
ereconferenze come interserumi coi sotii di 
rolazione ; Consideriamo / linsteme delle sfere 
d centro, P,ooyv, a taggio variabile R 
la doro € ome sera : 


6g) | 


Po 
Vogliamo cora definice /'imfersezione di queste 
sfere 200 x relativ; piani n modo che / eguazionE 


rappresenti. La duperlicie del soliolo di rotarione. 
Indiehrarmo con 7 4 
diatanza del pramo dl 
.7. centro c della sfera, 
e cont” d taggio delk 
eivconferenza pntercet 
ta ;j avtemo: (e cF) 
- = 
ma € puo esprimersi in funzione di 9 (funero- 
ne coràfferistica della currà che ruota intorno 
Sla) - 
Gre Y£ /aserssa. ed % l'ordimata del sistemo di ami ruototi 
ne trastali iu C). J/ pro per € normato all'ane n, vatà 


rappresentato: | eos4 Gre): ena(4-%e) casfe-z)=0 


ore: = 
Cos + cosf(4o)+ cst(re) = 0E 
da mon confondersi con DE = xi PAPEAI perche” 
99) #gmento oc, fa cosen divettori aversi da, dE 


a n. 
Cioe al piamo normale passante per P ana per 


equazione $ f 


cosa (x-xe) sca (4-4o)r 0234 (7-2) =7 | 


iamo dice: 
[totti] 


Uiguagliando le due espressioni di R° cioé quella 
della sfera € quella su funzione dell'equazione del piamo 
Sr ha le formula generale dell eguazione dei solidi 
di rotazione goerali da sua Lineà 


che ruota sulorno ci ru anen” di'eentro € 
eodinote è pere) A Ue) za s(eguon. dell'am) 
& equazione generale dei solidi di votazione : 


Sardi: 
joe) frcpaa-Lenp CZ] front | 


Nel caso della sfera: (e = R- ") per cui Rf Ka 
umane Rs cotante e nn enta du gioco il piamo. 
Nelocoso dl cilindro (2% (()=R"=fp faw)e[r] 
e stha € equazione Ael piano elevata 4 guadrato +R. 
Nel caso del cono: = Ricf ; 7 Reost i x Drift 


percio’ l'eguazione del piano elorata al quadrato ‘ 
dinisa per d quadrato del coseno dell ‘augolo di' sesti 
re e «quogtiata all'equarione cella afoa. far f=o 
cosp3i d cono si vudurebbe all'am di rotazione e biogna 
aggiimgere £ pe ofenere 4 &lindro. 

Questi casi sono o già stat traltati, cerbiamo di 


generaliziare la formata a casi particolari. 


BEipebe' 1! solido passa essere espresso del polino» 
mio di 8 orodo 1 3 variabili , la Leone: le = fin) 


ove essere upà conica al centro. 


Rrsovalamo: **+ Vla R° (crconferenza) sfera.) 
pa ° ellisse con asse focole su 1) + «lissoidle 
53 È = dd testi fe 1 Tdi totezion 
hi ui ellisse en BM focale 17) > ellissoide 
> * alr rotarime 
=/23.) | parabola con fuoco su 7 } Bro Peraboloide 
7 "ga, ti 7 Z ‘di votazione 
paran arabotsiao 
Zi =L (parabola com fuao sur) > Prius, 


; \ perboloide 
LD. 1 L'ipeabole con fuochi 47) > 4 rotazione 
io È . i cat 


on Soleciele 
2 VIGNA; PERE o su I ->y P rugafe 
IZ | aroo& con fuochi 3 deniagae. 


I solidi ai rotazione al cente 


Consizieriammo l'asse ol rotazione mu coreiden 
e con l'asse Z, Cioe il prene che inferseca la 
sfera al ceto: x +46 #3° = = Mm "fa 


sara 7 =( e portauoo < sotto la drone 
CA 


unemo che / intersezione <<" presenta: 


La formula È Ol centi au) me, possiamo facilmente 
braslore du CEe,4, Pe) €d avremo: 
(XK-xo)% 4-4) si TGA) 
ove l'asse È sempre parallelo IPA 
Iniziamo la trattarione com solidi al centro. 


[pg abbiamo vito È su cono con ane 
lee Al 
toinerdente con l'asset ed apertura: 1(45Ì= 90° 


de i cono ba apertura dY arceno: |X} +9 e4r) 


Se pomame : 

per x50; 0 per $=0 abbiamo la parabole 23 x 

oppure Z=Y°, (ov 42=1); cpondo & la ditaua del ficcce 

dalvertice della parabola possiamo scrivere : 
a TA 

AU paraboloide dr totarcone, con nea, e 


ce al centro assi e modulo ka 
ve lune di rotazione £ /'aue Xx, aveeme . 


Per ora, a condiuone per ln quale dl polinomio di 2° 
grado rappresenti ru parabolocde Hi votarvione, 
sdtormo col ru asse tartesiano È he masi c4 co 
frerate del. «quadrato della evordimata cune. 
Cor vale auche se speriamo uma teastazione: 


pa e. 6 XA) Gal 1a(3-29)! IS pera 


botocde di rotazione com asse parallelo a e 


vertice xi C3(ke, Ue Re) , La eu eguazione si 
preseudla: 
I AynXa + Aa), 1004X + 20244 + 20,2 +0 =O 


ore: 
An FK} Aa | 0A =OKKc , 2,7 RU | LALA} 
Ag = xs + + 4a%]). 
Supponiamo ancora ehe l'asse t,4ia asse del 
solido di rotazione e consieleriamo / espressione 
x°+$°= a'-(È 41 nota che per sca di z 
di ha una esrconferenzà reole finché : aî-(8 70; 
poi È ‘immaginaria, perche” la somma di cus quadrati 
en può essere un numero negativo . Per X3©0 oppure 
per g=0 51 ha: Ly Zi 4; oppure: SÈ EE =4 che 
a (b) a (b 
anpresentamo l'ethsse di semiassi (6) «4,b) avente 
uu an comerdente con | om di rotarione €, s'ha 
eivÈ un ellssovde eli votarone che trasta 
to diventa: G reja (4-9) = Ea 
awerno i 
By a+ Rf i agz'4 204X+20m,4+ 20,7 + au -o| 
Ga3RE} Age} Qg3 AR) CONO 204 EAT; LAS i 
au = Kbrir Eg4at- 28). 


L'ellissorde propriamente detto, Si distingue 
dall'eflissorde di rotazione perche’ sezionato 


con premi "50; 479; x=0 , presenta come intera 
setione ru ellisse cio mon ha crvconferenze € non 


£ uu solido di votarione La sua eguarione Pag 


x 4 ,2° 
atei 4 


LI . . 
Un BC }an=K0® |; j 
On IKbExj Qy52KEC4 |; ayZkabz, 
. 
cm =A(sè Fe n grace cab e) 


Vediamo ca l'equazione Lell'i|perbotocole 
di rotazione , assumenolo ancora /'asse £ come 


asse di tolazione, 31 hanno clue solelr Aiversi per 


le due cperboli' conctugate 
Zi 


perboloide a ddt fatde ipubotoide |ad uma folle 


Ricorciomo che mentre nell'ellisse L'ame focale è £ 
maggiore, nell'iperbole L'ane yecole È quello pesili 
Vo. (che ndipendentemente dol rolore assoluto è ancora vela: 
tivamente ;] maggiore). Areemo quindi. pez la secondi figure: 

LÌ ali L'asse fecale é sul piano XY, ove 


a a se fcco descuve una Citeomferenzà 


xd 2 L'osse fecale È su L che È dnehe 
eta gp = asse di' rotazione. (prima figura) 


mottpheamdo per ab ni ha + 
ore il.segno del termine noto indica quale dei due casi. 
bd ami spostati eremo: — 

bsx + b4-4) Tratto 
Qu + A fl +Qgg+ 20% + 26g +202 + Ray = 0 


Si noti che /e formule esommete trattano solidi di 


totazione con assi al cente, o con assi traslati, 
anaucano è casi di assi zuotot, percio” moneano 
« coeffierente: 84,3; %0g) thy; carottezistie 
olella ruotazione dell'ase, come 1 Micrenti 
204 188 , 6A, Lomo carotterisher della feasta 
PAZZIA 

Ar lo studio del problema ‘nverso , sono di 
fendamentole timportonzà < cogferenti: Qu} duj dg: 


Se: 4 solido è una sferà, reale © 
immaginaria (€ immaginaria pe esi xp) 
Se due cogfficenti, de quadrati delle vawabili, 
Sono uguol' fra loto ger z4 

an = si pa zu soliolo di votazione intorno 
al terzo amet). (Anche 4 cono è sue solido di rotazione, «d 
«l cIlimdo È ru cono com vertice al'ifinito). Anche in gut 
caso 1 puo' avere un solido immaginario (x'+$%= -R). 


con: A da } Ag50 | 4 ha un parabolbide di roferione 
f 


Lon Que % = asse di rotazione 


Onramente gl assi sono scombiobil fa too, mot 
continueremo a considerare / as £ come ene di tolta 


Zlone, ma de scombiamo Z emX 0% con 4 avremo che 


l'asse di rotarione sora x sd 4. (fa uempio uu faraho 
eee sempre re feroro 


Lore di' rotazione intorno all'asta X alri: Gy Aa ja 
[= Rn suframbi >O ; ay}; ay<0 [e siamo nulli lutti gli 
all coefficienti, xi ha un ellissorde di rotarione al 


centro, iutormo all'as z. 


Gnal de: - 
/ina/o gamente T prsoro 


[au 32, cubrasbi ) 0 | a <0]; du 


rutti gli aghi cosllrerenti sono muti € l'aste di votazio: 
4 30 fe rul' em 
<o fuoco qui fiano X4 (civiomfonine). 


it 
ne e £ aneZ.; Oy 


£.sempio numerico 
Studiare i polinomio: 


[gsx + MSI 92° - 36X - 4594682 4 1645 =© | 


I pohinomo puo” essere stato moltiplicato © diviso pet 
unk arbitrarvo pere” diviciamo l'intera equazione 
per {@ = Co) Questa uguaglianza ci indica <Isolido di 
rotarume intorno ad un am parallelo az (n comerdente 
perche” Au 01,0, dono divensi cda zeto) 
PA eguarione diventa: 
*449°_ 2,3 pe 164,5. > 

K°+9- per -a(4X COL) tiff + 145 0 
olivrdendo pet az «e coff. 204 =Mi)percio": La troslario» 
De di assi da Dal © es(4;5;1). 

oa Ay= LX + CN + Quzi 2310 È si pnboloide) 

È Meo (ie È dis cono) 
+36 SUROPXe } + 33-24 = 845 Ko=$ = dun 
— 45 372RO GY + 453 AS) ka 3-0 
+4=9kbzejo 432401 5 KE =2 
i . 
Cu = db = 36,557 = Out + he + gle 1 abk 
= xi + Ii + pri: 
de +25 - £ +10 
Uol 


aÈ= 34,555 - 40,585 = [-d}=-4 percis net = £ 


1 9R°+ IY°4T*-32X -904 487 +329, 50 


L'ouozione crivine 
#5]; (ed, ab 529- glicra)+ 4 = Psitbpuindi 


È dun ‘perboloide di rotazione intero a Cn fuoco su x4 


" 


EWlissorde ni Rotazione 
ol eeptro assi 


da dormula » generale de solidi di rolazione 
È: aa - 7 


ove: 


p= (4) +(f-9Jeo1p «e -de)eny | 
tappresenta. la distaura del piauo dal cento 


LAZ 


e” misurata perpendicotarmente al piamo, ma 


7; misurata in tal senso, È sull'osse A tolazione 
fp, rappresenta una funzione dovuta alla 


curva che ruota, cive ; porto: [e= fo) questa 


sara € ‘eguazione Lella cura al eeuto ai; 


nel poste caso : Lellissorde di rotazione di 
semiam a ef en i se vogliamo che ruot 


intorno all'ane e mmore derremo aerivere: 


2 l:, (-E-£9] 
& esi 


Ma Di aggio | ce R dele Lea e ra: 
oa :| R°= ge [£= 040 d [£= 040 d in 


Se l'efhssorde € al centro ass; Ke70 } Y30 j 430 
Se cer ane di rotazione perramo | C7n VARE, 
ha: 2443 c04 (4020; conf = codselzo ; cost- cao) =4 

| pefo+o+g). cut? pa ata 
par cui e=(° +7. ed x49%% xa GX e 


Co: 


[sa bg +02 - ab 20 | 


equazione dell'elissoi. 


He dh'rotazione Ol cen 


tto assi. (asse 10 rota 


xy 


zione €, semridiameti: 


a-ruotoute, 6 du case) 


Lllissorde di rotazione od assi trasloti 


VIZIZRNZIZA alato | 
VIZI: 


25 Urluppdn de quadrati: 


Lil atz* ax) - 46037 2(ez)z sf Mcelga -abo 


pata £ cosflerenti 2a, 208,425) delle rotazione. 


I aefeminante dard : 


du 0 0 Awy us Azz Aia Qi za (2 en) {2a 83) du 
O An 0 Qu Fa A6 da Agg = di (Qu%) Bene) di 
o 9° dz dx Qet Bag Agg > Dux (2e tm) 0a) di 
" 

Qu Aeg Ag Qu Qu Ap Ag = Alla (Gnu):(2x27 8) di 
sé L4 


| A = (Guang Gue + 2 Bi Ob) 


Ra Gn 8g 


sommando è 


«sostituendo ( valori 


cpr clpepese at PELLA a 


Ricordiamo i simboli’ der minori del determinante : 


Sa Qi 2g È 00 
4 
Qua Be Q93f3 Au 3lo #0 | = ab (9) 
is dg Gy o 09 
. 
Gu Ai da È o b% 


call) 


“ 


Br dn Qu 33 lo È da 


Qi 03 4 o 0-4 
du is Qu do -bx 

= s a l- ab4 le} 
Gr Gas Qu] FAs F|0 0-b4|F 4! Ù 
3 33 Ue o dda 
Qi dg da o o-l 


Gar da da = Aq = |É 0 -b4=- db (r) 


di3 Bg du O ad -d% 


Si neti l'analogia cen le fermule trovate per /e coniche (403) 


Xe 3 Asi 


Aay 


À 
Led] fede 


Kat (Quant datiazzi |] = And = Gata 
? K K 


7 Qu P33 n Kb Kat) _ 
(Gu uhm fede) er da 


Ks n A33 
Psa Aoki Qta 


A i na 4° 
day Rag Kat Kaf 


ut _ 
Au Aug CAISTA 


Gu dg Asa LELE __ Ki |kK= cotu Ae 
A -—K'atk> ' <A 


Queste formule sono valide per assi non teolali 
A edu Ave ag Pst Aachen ay | 


Ru 223 Agg CNINA +aAg4 ; 
“Arg "2 Asia - On +04 
Agr > da Aya, — das Asz+ ay i 
Apt? LA rioni ta At.i, 


EJSEMDIO Numerico 


Sladraze / eguazione : 
| dx gd -8x 2529 +59= o | 


moucamo i cogfticrenti dan ,203 , 2023, geundi d 
solido non è ruotato, È iInvea Éeastlato , perso cale: 


liauo il determinante 


4 0 p-%k 59 (Au) = 58(144) = 9496 
o 4 0-16 ka ro fA4s)= o(0)= © 
o 090 1QkAx2) = -Ibf.5k)=- 92/6 
-4-6 0 63 DIÙA) = —Al144)=> 56 
A == 129€ 


A, 1896, 
R33 Ava CIKI44) 


-A (296 __ - 395 + a=14,5 


An Auy S (GX) 


Ponenolo 230 affenramo su 
eetchio ; ponenolo K=1 alfiniano 
pus allizze stguale n quello 
che a; ha ponendo 424, (rtane 
dumuilinmatu) Sy deduce. det 


solido € un elisoide di'rotorione. 


Ellissoidè srfotazione 
ad cui solo puotati 


IT questo caso strata amceora di un 
solido al centro assi, però con ame di 
rotazione qualsiasi, eliversò dash’ ass di 
vifecimento, mà passant per l'otigine “0° 


Questa vetta ha per è mne: 
dl Me 
cord Cf o) d 


e su di essa, a paribizi da 0,37 ecporta " 
per esprimere al reggio " “ delle na 


comumi al” piani: mi + 
Za TAZZINA 
FS an 
E: 1- -£ > [ibi = (&- sè #), 
e r(-57) 
let fel: al fr | 


pb al _ [eng st) torkef 
(ere LF Asti: 1 f36886). 


Notrame ehe | soeffiewenti dz , 4g , 043) carl 
leristrar della rotazione degl assi prorengono clal 
quadato dell'eguarione del giano, poiché, (guado 
È poste) e bene che questi coeftrrenti siamo 
solo fineione of gramdezze augolari, diviciamo 
l'equazione A Vi sy lappiamo PA guadialo del: 
L'eguarione del piamo; axrcemo > 
licia cosu)x® + Vs Die - eo 1]z? + 

Pu (22)k (859% 
+9(cmtezp)x4 + eos cnr) x + s(enpeni)yz - (kb la) 
Lal us Cal che 
mdnedno ; coefierenti A brostarione Er), Has), a). 


artemo è 


ln . Qua, dg = K dd fatti: 

Qes Pas An, , 
La > KCotenp)(cosent) _ pecita 

Mas A(enp enr] 
CATA I ZACINEILII] È x 

rg K (ecuenr) ero 
4303  LTenunilenca) _ Kegt 

Ai (ed erA } 


sommano : K (cor enta rent) = K. 


£d anehe: 


K= CISA £ aa, + io 
(Ca dg das 9) 


cost4 = Les _ Lo (84% Am) 


Ko Em [nai Ra La Us] 
Costi — Badu _ CA # 

| Org pe dg + A 
dx - 1+ di. [oe 2 fe +1 


25,2 pt 4) È 
faegia= dî (Lf) de) 


u® 
Cost a La Lea 
a (caz +antar, +050%3) 


RR DE ge È 
testp= 2a * a) 


EROE TN 
[ca (nia + abaì » 4305) 


gie Sd) 


Cerchiamo di capire if determinante. 53 
Qu Qin dg 0 Qu {agffns) = = Qu(ay Yann -0ì) ; 


Qn dn 00 | Ai arto) = 0a REA CORTINE: sf 


Dis dg 930 
Org Qu Gru Qt du(e8 hm): Qua (an only" Qala): 


bi 


Ay3=0 ; Ax,= 0 ; Aa 0 (mon teaslato) 


Arsa (4 +t00% ao, cos cosa 
ih de (tata + en)» sospeso - cplesia 
er = bi kde) i 
Resa -& + ces'dfcopeose)- (osa copfcoss cosà) 
& È conci + ensodficni- coischpeny 


de -de coIp eos) 
fis = (cuscopYcnpenr)- 7: È cop fentens) 
Bru = CHA c@lenr - & cascar S Capena 


La” cancer 


lomA) (8) ud (Abe cnpend) _ 2 
A 234/83 Arsa pkostear] 


*_ Qu 
SI -ha 


(oun)= e Glot)= (@-amt)t 


a'-bÈ 
Nin Leaf) Dr | euos 24° 
a BII7 Lunlaa + uf K@Qx3 + Ary 
Ass 


03 A24 = + + È chresti(i-c) 


LI tI 
- Ras hag = —frenppeate 


2 
3A,5, Do tà cold sf 


a 21,43 al. î 
A° SA #6)» SHE) [calle 


Conviene dividere /'erpressine per K anehe 


E[empio numerico 


-Stuoliare l'equazione : 


ALEX + 429 Y°#0, ISZ+ DLBXY SONATA O AZI6]4E «Si 2 


momento cosftrerenti 324 20,284 pero dl selido na 
È trastato, € invara con an ruotato. 


2, Lada. (bY(A337I) _ _ 0,36 
K:003:A è Rag (03f110883, t 


Kceosh = SLiQea - (cuzlo2tn0r83) Liù 
sl (0,252379) 149 


Kes*f = Lsu - (0.232379)(0,2}110883) 20115 


CoA 24% 


poneado Z= 0 
Azzi BnQax- Qa = (116X129)- 0,84 <+0,7908 70 
ei dai l'eguarione di un elhzse perato” tilenismo sur 
ellissoide di votarione . 
7A234 > (0103 Gas) = (({08H10883) {pe 0212319) = 


Ansa = +0, 416387063 


i (Gul, VAADICEZIIITO) 
di an) _ d8) (2740 = 275 


lza4 + quesstoe 


ù - Ge)o2t108) oo -+ [b=4] 
(Ne. 2ti10888.+0,21683 083 la 


I calcoli € Settuati ci permettono d' affermare È 
%=1) l'asse del solido è unò celta passante pe 
l'origine degli assi, la cui equazione €: 


slo 4 al Z 


26 n} Vers 


ed € rela di ‘qroertura de piani: 
(eg +G ea) si | 

ore 7 la distanza dall'origine ali tali siani. 
sssendo nulle le coordinate di ©" (trostaione nullo) 
cento "0" è quehe centro del soliolo 

Poiché: fa @-6)= @25-1)= 125 

Poiche: “qu È scotes), lb quadroto del semiasse che giuce 
sull'ane di totarione 7) )j Le(&e -cata)f tte 056 }ias) 
L°-1 ed emudo Abb, l'as focate È quello de 


ruota intorno af 4 mantenendosi sui’ piùni di giaulura. 


dra possiamo i fere DA alisegno prospellico: 

Few 230: aHE(48; 40h); pe 59° 23° 55° 
petit =0jamifis nm); pe 122° 5031" 
per x=0; assifts; 118); gue 18° 
Si € cereato soprossimeti va: 
mente & vista” di dare Aa 


Sensatione della rotazione. 
4): sy) = 


Ellissoide di rotazione 
od assi ruototi e treslati 


Frasliamo gl assi nella precedente dormula, del: 
L'elhssoide ad assi solo ruotati , ervì sortilziamo aò 
Xx, Y,% Le espressioni” 22; Y -%); E-Z); alkemo: 


(i conk)x? + (fre cc1p)$ + (fs cca) + 
So 9 (©) 
+ a(omcas)ag + aeonsenz)x + a(cospesni)sa + 
(ca5) (3055) (+20 f) 
- 2( On Xe + CODA + ast)X tr 
34/k) 
— 2( 404,4 QX + last z) Y + 


(400/k) 
-2 (agZe + Qgke + 834) £ + 
(E) 
[Qt + ati anti + Lagret 3RrZ ta — SE] 
(Guk ) 


de prime Aue terne di coscienti’ sone identiche 
a quelle dlell ‘equazione ad ani sol ruotati, percio 
dale secondà ternd € pesidile colelbare: K,evsd, 2 caf, ent. 
crelirerenti e identica a 


quella do equazione ad assi sole trastati pecié 
da ess9 È passibile caleolaze; Ke, See} depo di che 
11 possono calcalone ; semidiamebri “a «N, 2 ucendoci 
atl'eguorione dell ellissorde ad assi solo ruotati. 


L.sempio numerico 
Stuchore l'equazione : 


(4 64) + (E 1) +(39)2"+ G36)x4 + (asI0R)AZ +, (685t0@)4Z + 
( ( 3) / 


Gal ent (an) sla) 
(1.68) eso) Yuorus5%) 
— (22,92) — (44,64) 4 a laeia + 9345 =0 
3, be) Ga) 
ra ino —2 (5.26025p36) 4 


Polinomio completo di' 2° grado in fre variabili, 
Fonendo Z=0 di ha mua conica: 


(4 64)x® + 16)4° +6,3€)x4 -(02,12)x - 64,64) + 93,4h = 2 | 


deh Abd — 1,86 842142) = 41993,4528 
468 516 — 22,32 |PAl4+232 (0448) = -1835 ,5936 


—ihsk casa +93,% 1136 (112) = - 234,1232 


A=-152,064 
AFO conea non olegenere . 


Azz= @48)>O d Amo Acco + dim ale. 


dun. B44E - 4 - tAn. Zi SUR > 
An 7 Festa 0) Ara © SR” 21, 4 


Add DA > sone = %2 
33 : 
sent = [(40) +(92.56) 43,44) - (3A) = {00 (verifina) 
z 
#5 *(x455) E 2(58) 


dÙ è cai COLSETCE TA 5 9,80 € lo.sal (33) 


r3 
5A DIF 2 41930903 > L= 4104446 
437 900734 N 2,25 + 04,50 
= fareh (ELL 439°23' 65" 
x geneh (RE = 139 ; 
> asse: (ch 23' 55) 


Quinoli' la figuro a fianco CI 


la intersezione del nostro sq 


lido col piano € = 0 
Gralora il nostro solido no 
x lnoliasse i) piano 250, perehé 


sezione 
orisontale 


più alto 0 più basso Ca moha 
equazione ei anvebbe portato a defione: drimag ima” 
eo non vuol dive ehe dl solido non ente, Ai olere 

Srnutlare cu GÉÉ0o pramo:X=0 eppure Yz0 , Pero consi 
dervamo un momento la figura; A nota che de traflasi 


di elissoroh, a meno ehe ;/ terzo dimetto non sia motto 


gramde, 


« piamo f=0 mon taglia dl solide, quindi 


passiamo scegliere #1 piano J34 ‘ Sppare W= 1, è saxe 


mov sicue ch avere tm piano che passa Per G. 
; ScegliamoXK=1] , geremo > 

ke9+ 6194" +6,92 +63 + (18590392 +00, 16887068) Yet 
02,42) — (64,64)4 -(0,62451412)z + 93,44= 0 

ordinoudo 

fo ly + 8,8)Z* +(2/6882068]x4 -Ul, 3) -(0,61549212)2 +45 


+ 3[1014351) Io,6) -a (aa9r74186) 


06 4,0848534 —- 20,54) 17536(10,482) = + 4389, 035519 
LU 


Mi 08UGISIE 3 4, 33tf4136 =L4837186( 0) = O, © 
- 20,64 43936 P5,36 | (-20,64(18,28)> — 1521,745919 
A = -/38) 104 


A#D coniò nom olegenere 


A33® /8,432>0 coro ellilico; A <0 4 anAcofiiote. 


Le. 2: 03% ; da. BRE 434% 
Cavi 


Sui 


AR” 7062 se Ass #6,8582 Pa 
Assi A LB EI04 2}, Cesi 2h 


Mk 388% 34,5 


£3 i - 
AT EICF4SE O N36 h=4,118D34 


Le 


sach( 216888068 | 1jg° sy' 1g" 


36) 


ame {28° SF" 8%) 


A 


Î due disegni cs consentono di oStermore ehe il solido € un 
RO, 
ellissorde di rotazione 7a quanto il demiasse maggio Q=1$ 


timome cotanta. 


Consideriamo ora il deferminante del polinomio 


464 468 0929516 -44,36 


468 5,16 408443534 - 22,32, DA 


019YASIG d0BassIa 3,80 — 5,2602936 


= IMn36 =22,38 - 53612936 93,44 


38, (2148) = 80,856 
93,64 fimmisvomzie lu = 78 F25)aue> €889,4432 
01929516 (99945) =2,464798 
IRSA 18) = MA 
3 spam calo Vi O)u= O 
0:829816( 21,12.) =18,6313/8, 
5, 0035136(3A}0 13)= 10, 8Y8 4 
—2332 | —3,8 (24) =32) 5 rsa 
0,829516 (-8,40f61)=-—£ 833, 
(-5, 36725936 -2,9}b81)= 45, 6612, 
FA,86 | aa (au) = —80,2565(Ay= Bd = -88) 55008 
(4, 08443534 (-8 42861}): 3,89 A ani 


-Sappiomo ehe : 


Ke BAL, PARI 24 


Aia" FI,fzà > 
4 _ Ata 294,98 co valori che avevamo gia 
e dg © 7583 visto con là sezione, 
Ze - La CRE) del solido col pian6X=0 
Aes 73, ja 


Dal solido solo ruototo: 


Qu 0g — K cos x 680.9295846 _ 144 
i FE 4, 0EM3SI7 7 


[ALIA K coff = £68 108435% _ /,96 


7 0 GRISIC 


Qubo , Key = epesele posare -0,6 


Cos = A44/ = 936 | Cosd= 0,6 ) A 53° 0p' 48° 
098 = 496% = 049; cop: 0%; =48°54 43° 
cost = 26h = 4,15) cop» osfe83, = 4° n'a" 


Ke. (Abi + Quad + aio Ot sent atte aida ) 
= 4,64 46/4) +036)4 - BM = 740 = 4489); «E 480 
& CE bud pre - o 


= 6618) Je. 46. 235 [&z225] [a=750] 
trata rea (E2il [bed] 


111385 oide 


L'ellissorde &emplice), mon € uu soColo di to» 
tazkre , infatti pomentre pell'ellissorde di rotaro= 
ne si hanno solo du ani di elle di cui uno 
e asse di ruotazione, nell'lbssonle pepraamente 
detto, si hanno tre diametei ortogonali, 4 duò 
Sewidiametei A,b,c, Apeno rispondono alta 
dopia disuguaglana azbre , seus "a 
n ocale e contiene dia foi: { 0-53 d 

i LD 0-@) £ ‘un solide in orlambissimo, artemo 
occasione di traltore l'ellissoide d'inerzia. , ['ellisor= 
de delle tensioni, l'ellizsorde ottico dj Feesnel, ed 
amche /ellissoicde terrestre come configurazione 
di eguitibre. eli uu. feeido volante ; e l'elhzsorde 
di rotazione civenta uu caso parbicolre dr ellissoide 
con dut Sewxassi uguali 

Elissorde ol centro assi 

La {Srmula,: 
RE dat 
ar 6 
e; mostra €'ellssorde come uma superdize de: 
rivalta dalla superficie dferica, ove gl assi 
x,44 viamo guadiati cu scole oliverse. 


+D=4 


db stesso discorso, vel prano, vale Ja elise e 
Cerchio. Supponiamo inffott: di Igracduare Le A 
de ss scala 4:90; e & ovdinote su geola 4.30 

e sad nelle rapettive Acale È raggio. Propperisono 
latabetta delle eoodimate del cerchio 

XA 2) 6, Ly 10 


Y= 496, 4f0,%%, 8, el 8,}H,6, 4,36, D 


x £+ sd; bi: de e S3ARER 
peer k=/000m | A (ceala 1:20) = Scu ; b(seata 4:30)-18 


dutm. Dh epportua veala possiamo scrive: $ += 4 
Si lega presente che fa mrorerione Lise 
Per su Segmento È semplicemente lo efesto îeg= 
mento a allza scala. (Nel seuso generale di 


proiezioni centrali od ortosonoli.) 


Llissorde od ossi frosfoti 


Seriamo l'equazione ol centro nella forma: 
[ba + det dba - able - si 
2d ass; trasfate: 
[fe + IL + (ab) 2° aten)x- cs] gole), + 
wo o e CI (3 
+ (dure + Qalf + Ale Late) - o] 
154) 

am cncamo 1 cooffrerent 2% , 2A 2%, non esjaido 
tuotati ‘gli assi. 

de 0 0 
Ayslo de o | lab) 
o o @&b 
be o ex 
Aulo de de (ele) > 
‘o 0 «dl 
pe o bey 


salle 
Tales 


PA 


(-) = 
Aug: DO 0 -@W “Rates, ani rea 
o dl ab 
o o Le 


è A 
Ax |a è degl Rete) > ra 


e af ala 


avtemo amebe: 


AEL<3) [Qu- da A +GnAa = Qu Î 


As 
a kfab) di sle6 2) |; io 
ay I i CI Asa 


Lsempro LUIRErICo | Stuoinze l'eguarone : 


9x*+/6 4 + 367° - S4x 2/284 -360% +4201 = 0 | 
Ta) aa) ey 


3 © 0 


A4y=|0 0 o|= 5/84 


o 0 36 
3g 0-3 
Aa = |0 16 - 64|=+35920 des GESSO = s 
0 0 -180 
30 -3} 
Pi _ 20f36 . 
Aia? |o 0 -44|520796 Ye= S0F4e 24 
0 36 180 
O 0 -2f 
si - 48552 _ 
Agj=|lb O -64 = — J6SS2, XKe= 518% =3 
o 36 -80 CÈ 345 
Kale" = 1204 - 9.3°- 14:4°-36-5%= -36 ur 
Ci x i 4 
bi 22450 [65345) © 
# Bess] SOT 
> 3 4 C=1 Î 


itato rog End ioni si 


La rotazione di solidi nello Spozio 


Un solide di votazione 102, guanto possiede un 
ase dh vorarione, puo essere definito du bau wi 
coi detti dell'asse di votazione. lla, xa cor 
po solido che non disponga di a cone prrrlegialo 
He ruota di au angolo p dufetno ad cu am 
di rotazione, mon soto necessita der coseni di 
veltori di tale ane, ma, occome sio noto amche 
Li augolo # Ivregamente co vole per vu sick 
na ditee asi “cuotati”. Jlatt detti 2, la 
muove posizione di' definita dar coni 
diveltori rispetto agli assi x,4,2; mon testa ft 
lo definita” da pesizione d'$ et che possono tue 
lare intero ad e;. 

—h lineò del tutte generale, ed Gnologamente 
a quanto obbiamo feto per la rotazione ch'assi 
mel piamo, Licerehramo le coordinate 2,44) 
di un punto ad assi ruotati in femzione delle coordi 
mote ovuig/rmarie x,Y,L; e vieeversa.. 

A tal Line consideriamo «u asse di sotarne 


assonte per /bergine degl assi; delinita da: 
Va P 04 5A 7 


Craseun pento dello SOZZI tridimensionale 1701 
lerea” nvorrato /a sua stenza dall vsse di rota. 
time, € porehé 4 coordinote di wu punto, Seno 

z 


le stanze misurote sgh ass; di erferimento, £ 


puntiy sull'asse di votozione mantengono invariate 


e bgro cordnote quealuuga:. 2 /'augolo oo di 
rotazione degl assi. 
Sia P ua punto dello Spazio: PS%:% 1%), 


. 4, 
facciamo sassare der Pun piano hormale all 
g i 7 


asse 


di' rotazione, arcemo: 


Cosa (x Apt e48(4-4, Ja eat(#-p)z0 
z 


n SL, 
è l'in 


da distaura del giamo 
) 

dall ‘origine "07, sara! 

iL segmento ON rel ame 


°° di votazione (mormole) pre: 


[ IT 


Nella votazione «E punto P 


4 
deevvera uma eireonfe= 
x 


vena di raggio =, che 


lerserione della sera eega Pipa 


oe: ana co£ piamo di cui sopra. & 


Oceore fare odtenzione 0C UErSO di rotazione di 
NP per andare ia NP compiea 
de l'augolo ?, orario , od 

antiorario vspelto ol/l bsse di 
rotazione ozientato . (vedi vl E J 
In fue, se l'oventamento del: 


l'an È:00 sl vaso È antiovavo (come la terna x4,Ì 
Note & coodinote di P=/xp,4,6,); |FE Tr 
|ces(xèr)= #} [cegan: #1 coreòr: Ze 


«Sono è coseni direttori oli PB. 


4 rita : > 


s. | 

(cs chi roteare ) 

: (& © Coî 

" {(cosfh Ea9y tese = DI} (pino dp) 
[uaar]; [000] ; Ft a 


= |eAPacagy = Van-x + U-4)+Er i 


estudo :2(1- cosp) = Gil tl - cheno: 


Cp -%p) + (4 4) GE} (1 cs9)t 


e) al piavo 


PP 


NEO PZ ef) FP 
essendo : Kpegpi = + Dea - 5e'> SF° 
NOP dapit <A 4p —RIr = R(4 cy) 
DP°-dP%+ corplP= xpun+ 49,*3% 
I eguas. SE TeTaTA E on cospif* | 
# cpuae. |(es9X +e elet; = DN | 


. 2 —, 
DI equa Xp + %+7 = 5° 


eccaviamo (Zn) dalla F'equar. 


Z,= QNM — Xpesa _ 
ti vr nr [Erd 


si a (a Vi ces n Yeatp — 2 DN Xpcesa— 35 Iper + xrrenicn). 
p f h i A 


sorti lieudo i rale mel I ell square. 
_ 1 cea — Ci 
(e “za) x +(4atat)4 = 3° - 1.0 + cosyip* 


[Pardo Earn Re cea] 


[Araneae] 


Rrcaniamo: Sp = W- DER + 003 IP (pr Peos)Xt 
(ip - Fesp) 


che sostiluto nella Aecmde equazione eda ua qua 


zione dr deeonde grado da (x) piuttoto complicata, "er 


cui fre lesi D770n esempio numerico. 


Esempio Numerico 
Sia: PE (51535) } dia; 004 = 0,5; COSA = GINA: 

Cor = 0,815163526 | trovare & coodmnati di Pa 

clopo uno ruotazione chi 30°= 9 intorno all'anx di ei 
semo dali © eoseni olivettori. 

DP- x%+ 42° = 56,25 > p=%50 

ONE Sed + S cogft +9,5 0098 =36. + 462031185 +2,034908815 = 6 
0N*=36) PW*= DE*-DI = 56,35 - 36 -20,95 da wi 
PH= 45; 600) = os 30°= Y45 = 0,866025404 . 
DWi cpl = 36 +45 :20,25 = $3, 5310143. 
possiamo ora seourog le Tu eguarconi 
SA + SJy +85Zp = 53,5340143 

05% + 93924198334, + 0,815165262p = € 

xî +I +4 56,25 

3 = 2141480888 - 4% > % 

CALI 458,593906% +4 LA + È 85,659 ?231kKp—85, 6592231 Ypraxoh 
[4,1303205 Xp + 1,33% 108825 


= 41,45456958 
xk +5 $ + 9% —45,65928IXp- 95 659223] 9 +402,3435062 =0 
i 


Yp= 8, 56304133 — 0, 84/64 5104 Xp 


Ie #3, 335 6FIS + 0,913 p64934 Xe — 4446810424 Xp 


. 
3,5688246} X 


sl 


57) 
34452120 4 + 366, 69839} = 6% 


SY = asensanvi — Ra, suustisok, + 366, 63838}9 


Bhg9, = 6621682 Xf +68,5043310 Xp - 
-(8,653223)4p = = +}2,3688 6o} Xp — 233,5094f48 
dall'aguez. 5 x} -85,6532231 Ip + 402,343906 


ommando : | 4,8100858YX -1},13055260 XP + 35,4688 226/20 


di fa L'eguarione di d° grado jim Xp , ch puo scrivermi: 


Xi y330503)X, + 19,595429 = 0 
Va e 6,40HSLE 


Xp 4,3820508 È 1,6723860 di 
Ù \ Xn = 3,0516648 
3,1592ft9 
__23 det i x 23130434 63 
fi 5,4680955 | TT \g.3392552 


Verisiehiamo | cu risuttati : 
4, 4044368% + 3,1502319” + 2,3018463” = 54,25= 0P20P 
I, 0596648” + F,9380955" + 3,3392852* 2 56,25 = DP°. SP 
lo,sfesosra) + (0,1904122 51522119) +(agis1 cassone) = € 
b,5{5,05966%4)+ (0,292410331/5,3720955) +Gusisah ar): 6 
(ose - 5)* 6,1622779 -5)° + (13013468 -25): Fp° 
DA pes 
PR = SIRSIÙY PP =2,3393%/38f 
(059664 -5) + 6 9480 155-5) (e 3s9230 25) = 54591 
poiché Xu e 60833; Iuy={0, 292 48237)6= 4 #54502 ; z4 = 4,8908806 
B-440030)% {i,t645092- LiamP li, 890931156 -23010831 2035-3î° 
-5,920055) a [a ,e90s8us6=333 92862) È. 20,35 = PI 


0 
ON 
ON 


vi 


fa ossee)” (1 345042 


Si e co veralicato che /e due risolumomi delle coadi 
note di È 


danno due clvesi punti RP appertenenti 
flo afesso pIramo di A, entrambi equiditast: da 0 è 
da N ed aventi La sha diana da P_i: 
YA = Pps 9,3293418 | Quindi è due luvaugoti 
PNP'; PAR gene da bauda opposta di’ NP 


infadii CAP = am-h°, &- L)- 0, 86602540 
da eni P= 30°. 


HM disegno prospettico fo/sa le imensioni 1 scola ) ma; 
dI 


moi abbiamo oArimovtato che ME bei sono Gomplanari: 
Lia A 
ehe: HFAP=MR | che: PR=PP | che: f= pap = PAD | che 


de cus visoliuimi dipendono dal Yeso cdi rotarone 
dell'angolo 


Se nov grojelliamo pul piamo XY d punti NÉ 
P e È motiamo che i tageò NP si muove ont; 
Orario per taggiumgere NÉ compiendo la protezione del: 
£ augolo fed invece SI muore otarb per raggiungere ni. 
Queste osservazumi ci° comsentono di sceghire sha l 
due vistummi, qualora « profleme arene precisato 
de verso di f vispetto all'orientamento di DA Ad WF. 
Iniasamenti se consislriamo P gono e che gli 
assi x,y ruolino di Y interno all'ane ON, ane: 


mo la fia me rinpelto al sistema ruotato x42 
g 


iL punto P ha ke coodinate di A (veda cosche h 
precedente figura} I disegno prospeffica e volo indicati, 
soffaiti mello spazio Cerdimensionele 4 Figi prorettale 


Sidetormaro. - 


CI domandiamo: <€ nostro ellissoide al centro, 


di equazione : x. PE =4 , 4 ructa iulomo 
04 dell'angolo Le che eguazione avra’ 2” L'iquariz, 
NE SQrA AUOgA, : seledlili, 4° con 4 comudiuli n 
de vogtizzao vifniti agli ani x, 4,7 avis 


(sas zeni + + {yeom suona +2 +zî SA 


: A 
(Gaia Keita + xusce BO (fit se ronda È. 
a” e 7 


[ef sile Sfere corsa 6 d. Ea 


Con uo abbiamo riferito il sotilo ruotato agli cs 
ordinari. Possianno ora ruotarlo eispetto all'ome 4 
d un angolo Ve ; vfacendo dl sl denso conerdea 
mo i solido tifuito agli comi 2,54% con 4 comesdlenk 
cong e facciamo Le sole sovfiluvoni: 
[ep eneafitn.y ui, Ca gl egli 4 [er e scoog an mio CA 
+(zenp ages) x .] 


Co 
SN uppaudo ed orvdinaudo 4, ha: 
((v/eliza, sec, tt), “fat ale) pete, self, a) 


+09( tales ca (6:41) 0 [nel tia mp 
sape asp mncas (221) - 1 ] 


Possiamo infine dare una rotazione Y intorno all'asse 


XK, ed avremo: 


x, LI U v 1 
eee spe, su) (sure yen)( e, ese), 


fece qua (ste, se 08); 


è) 
+83 (zur pe) cani ee Ho I + 
a 


+22 (Zeost- i a)( denti, + deptegini si) + 


+2 (rude senifzoni cpr ci ceca (1209) ui 4] 


che possiamo 1... edo 1” 
[rete np ca) si et 


® U ù 3, & 
% regna COLA ra PESI 


ce 
—  gustudesa dat red ook (4% a) qutfait. EONAZZIA 
tr; + 2% sn 
tr renth cost, MORETDRRI Yeny Au denalb a) 
$ cesto co * ssi, colica + gusti tafione (0-4 4 


4 r(6°- da Lamp af 
raxg[2e concano (Cso DI mlaftazena — leto 4 Le de 4 
Lai i 
sera | ln x sota a ca A 
“vas | deleag pet + duicsr enti — pulente _ 
ar Di a 
: TA 
esi cotte i rl suse. +e de > ) 


Trattiamo i) problema n generale. 


Lo ruotazione di assi nello “spatlo 


Nel piano, abbiamo gra troltato la rotazione 
di assi, ed evaromo pervenuti ole formale: 
K43 DLE CAL + YAUA 
| Y = Yes - X AULA 
O VIERVeELsa : 
Xx = Ad - YAeud 
;; = uit +4, 00 
Ove: X,5 4omo le covdimote del punto erpelto agli 
arr x,4 €) X,,4,,40m0 le coordinate dello fesso 
punto vispetto agli ami ce «4 vuototi di 
vapelto ai X4 (mel verso cli rotazione della x) 
che va a dovtappersi alta 4. 

Ne due sistemi di' assi era comune e fesa <a 
gine ©. Pero ‘volendo ruotare ima figura A 
ferita al sirteua x,4; odfamo avvertito ahe non 
potevamo applicare  seupleemente la ruotarione 
di assi, perche” si sorebbo spostato el centro ddl 
La figura. Quand se volevamo rmmulele le coordi 
male del cemnfo figa, me modo Ae La figa vuo 
tant intorno al prepro cento. g'ererame gra 
puolarta nelle pese al eenfo ani € do 
Lraslarla Senen ressmomente,! e wp). 


Metto apario <£ problema e più complesso. 
Decowe prima di tal ‘dlistinguere la. votazione 
degli Asi informo ad ua veffa passante 
per £ oUugrne {ema vesfande (ingr) Hebhe 
implica che «n insieme di punti cati le proprie 
Coodimate in modo tale da rigultore teosteiti 
Adull'arco, che ha per ceutro l'ovigime degh' assi, 
e/' iena proporzionale dl! augolo Ai rotazione 
ed as ici ea L 
caso in cui fewmi cestando gli assi, si vuota 
su solido, (i riusrene diipunti), intorno ciò ru am 
perrcde a n0 per il soll Stesso. -($ puoi sull'asse dj vota 
zione mantengono /e bro. coordinate). 

la ruotazione degl; ass di vlerimento, in 
Linea di brinespio pus ridursi a rotazioni 
prame, oceido prima ruotare gl assi x, 
4, ‘nterno all'an z dell'angolo %,, sci 
gino a taggiungete Ja sosivone 2%}; po 

(nn ruotane Foa ani x, e4 & È ‘vtasta, 


svinerclente cont) intoruo ll ane 4 COMA 


h, 
goto CA fruo a raggiiuagere La poesie 2,3, 
I PRAIA I, celncide con 4); infrre Sh ruotano 96 


ani Gg, prio ad zx, fio ad 4% (green) 


Gusto procedimento , ehe stiamo per Stolgere , de 
Ve esseve comeletalo, dofatti, ogni rotazione 
silorio ad su gumto, ammette se sot are 
oli totarione cd) seu spo agolo ehe ne paieta, 
l'ampieza.. Puimdi una votta trovate e coordi 
mate Sinat Ci, Gr, Au funzione oli'36, 4,4 
vonemo trovare -L' eguarione della vetta, 
de ‘0° vinforiuo alla qual amine la rofa= 
SRL e / Quuprezza v4 dell, rotazione stessa. 
LL concetto di augolo come vareazione eli 
direzione, porta a scindere l'angolo su 
uu prano nello aboro, ae Ae augol, co 
avsiene an gli ERO: Lopogrot'er eeme if 
Leodotite, ove ua vavazione dl oAreriona, 
E ncerata da zu augetò owzzontale hf 
I ‘arimulate’ (varcerione di Azimut! « da 
ue eugolo vert; zati (Eauilate). Ma se abbiamo 
Ma Vaneanzone olett' angolo cenitele, alloa vet 
ite conoscere Va riferito all'rvizonk, e gli uugoli direnina tî. 
fe define dica ella Vini L'origine di 
uu Sttema A'ani cartesiani oto sonali 
bastano cu comi diveffoi’, Ul terno è 
Conseguenza ile, cehedo ud Lr Sora de: put 


agito og Eni 


Iniziamo il coleolo della rotazione degl assi 
Jia = {LAd)x + (Aiud 4 
I = {os9)5 — lesd)x 
Zevio 
Creiamo | 2, e Esd)z, + pena] 
a. 
Va 3 ford)x, — fu d)Z, 
(bvecessivamente)! X3 = Kx={(Cad)x, — fd), 
fois i x) 4, -(14)4, + fena)z, 
Z, = (cost3)zZ, — (av, DL 


ls F4 ) | 


Facciamo cca fe sostluzioni in moab da esbrime 
re / ratori” delle cooratnote ruotate , iu funzione ad 
k coordlnote mniziol. 

za (cda) + {paco )(nd)x + foad)4) 

di (o) 4 - buca) x 

Ka (6084, )(cosst)x +peusti) 4) fin 3) Z 

2: = (Losyfsrua:}x + ul esat,) 4 +(cosd4,) z 

13 — (fd) X + (2044) 4 

pe sh (sd fer A)x + fedifi cost) t 7 luck) Z di 


x nd )X + c04%, (cod) +fuat)y) 
% (0145 Pars +14)5] + fn) i filo (0064)7] 
o (0000) fim ui fa) + cos] pf] 


d3 = (Cod fees d)x + feci ftota,)y + (004) | 
Lin) fpinto + [cca] 
=felin]o) sfiato of} 


Si nota che la, X È indipendente de As, cio dipende dal 


i d 
procedimento sequenziale otlle rotazioni: Poche: 


= (x ++) = 5 +94} (x 4zi)= DA = OR 


x 
(O 
DS 
e 


GF Gà Ci Se 
Cona. Lo, conf. Zu. 
dh, PR o {SY of 


- 4% . ,, No 7A 
cioe: (Nella rofarcone le costornate sprzial e PZEZ stonno 


fa foro come ; rispettivi: coseni direttori della vetta che eni 
scel vergine fissa degl assi al pento)" 


Fossigme elire: 


WI punti sy muovono mantenendo costente la distonzò coll aut 
di volazione Biati distanze descrivono /Bngolo Y su piani ser 
mol’ dall'asse. 3) Ad ogni valore & f corsisponde en pino hl 

sreio sononti per l'as 


Corso 


e. Un piamo inivvale eg'um elemento 


che individua 4 piauo ruotato di cordinat: 498 
Mlinterserione A quali due piave, col prao, d 
etere dll'aste ila l du vefle novwali aL 
lane gu cui insistono fe cisfaure dei qui. 
5) Quindi cgni arione di cotazione, avviene su un 
pramo normale all'asse e puo essete taberesentola 
+ da un amento parallelo ale’ ame, ba cui ampie: 
za na propovuimale ol ! cuutiera dell'augoto, com 
verso tale da PA FEICANIA «lyvewso di 0. 
Tal Kgmento È uu vettore : ‘Vettore momento” 
che corpresenta qualcosa di più dh um generato 
eli augeli finiti infatti radpesenta La Coppia 
fore agenti sul piramo, cit qua adime cortina 
di' rotazione ale puo peace come n'augolo 
percorso mell'iceita’ di feuapo etocita augolae) 
ma € aucora qualcosa ely diverso. . Infatti £ azione 
Ale) ruotare imelica / ‘esfrinseearsi. di un lavoro È 
una trormufazione d'energia . Una coppra edi 
gieve pui torce tn'asta di cu augolo dinto 
accumu lo nell'avla tata tungia elortica da 
prorocar ua coppia «quale e conhara , dale 
UA vislabilive l'equibibzio; ma dui auche prowcd 
te mua accettazione augolara , che ganeu' i 4 moto di 


su cowo € trasformi sh energia cinetica / arene 
della coppa. Ma, nel calcolo vettoriale Iinconte 
temo uu altro speciale vettore, dello ‘ectore’ 
cs percomdo Ul bolo ch im'era chiusa , com 
pre un lavoro detto ercenritarione, determinato hl 
l'Infegrate pesteso 74 creibo , che ha per Sette 

mito il valo dell'infensiti cdl rotore iu gul 
putti, € per dottore diffanziat , il delle ] 
Adell hero, del ejceuito. Questo integrale 
detto comunemente l'integrale della civevitazione 
eouavale al Suso cdi 'allio vello sha 
vero L'aria ciecuitata . Anehe U fluno © 
Aresentato da su infegrafe, esteso @ Tela l'area, 
e che he per fattore fruito  vetne del vettore u 
quel pato, e po gettare deferenwale , diffe 
vale dell'area. I tegame gie Ld vellou che 
genera al fluo du conseguente totore, è 
fordamentat, bath ricordo le equazioni dell'elt: 
Leomayne trsmo 

Abbiamo qui anticipato oleune relazioni di 
fisica classica , per endeuziare l'importanza 
di mette & foco le ruotazioni. nello 


Aperso geo eleico. 


Na, cos'e uno ructazione ? Quali sono gli’ elementi 
che definiscono unò ruotazione ? Noi uomini siamo troppo 
abituati a commisurare Spazio tu lugo se tango, 
in allo, (quelli che divennero glass carlesiami) al quà 
le aggiungere /a quarta dimensione tempo [Petra] 
9/4 problemà di correlore misure lineari e misure angotari 
ee sagere la trizonomettia ; (che ta fondo è solo fa cottu» 
rione ditabette di cont fatti) La misure fneore è sua. 
telalintei ; oli augoti invece dispongono di' una loto usi 
dol: “il cielo. Mente È Piada Immaginare piu uu 0 
chio, ua taggio che parta ola quia posraone Imi val 
e tuoti duserivendo Tlla L'area det eorchio, motto 
Meno fari È pensarlo nell'augolo sotido, Se infatti, 
ui uma sfaa | consiSeriamo uu taggio in sua cata por 
sizione iniziale , ed il punto terminale «sulla superficie 
sferica 1 trasmuti. in un' Qua diffrrmzial, ehe al 
Langamdori diventa rima calotta diferica, mentre 4 
taggo sr frasmuta xa superficie comica avente La, 
base comume con la calotta , ol Limil di uu quarto 
di ciclo sporiale, La seperdicie comrea È dive: 
nuta uu conchio massimo; ba calotta 1a. semiafita, 
nina a dinimniare Li colotta e meo 


Cibo 1 Ka «£ taggio opporto a gullo di portenza. 


Anche i questo caso «s1 ha una citerione” che è ta 
dirnone del raggio hivial, si ha ua pserdtarione” 
Scomponibit iu guattro tempi, co mu cielo che 
implica mò frequenza. £ noterole cousiolezari 
4 centro e ba crtconferenza dello base commme 
fa calotta è cono, tufatti, mentre il vuuto ; 
Suunto s1 sposta Linarmenti da 0 at, ove€ 
e taggio, La ciconforuna perte da zero, raggiumge 
MA AMO , toma a teo (da = da dove riparte 
du verso opporto, tiprorluce ru ‘manimo su vero vpposto 
(oninime) € torna a zew nel punto di partenza riziale. 
Se consideriamo uu piamo qualsiasi che conteuga 
il raggio Iniziale , esso taglierà La sfaa Secondo ru 
cerchio manimo; possiamo con cio’ veolere che l'iaugolo 
piano f, E semiupertura del cond 
determina |'intaute dell oscilla 
tone Au quat 4 rave PA 
vero ad cum gito, (0), ed av 
Cate SE eagfa erette, 


ra = f> pig, mentre La pos 


sizione dl centro € ei0È DE =tenp. 
Si fauuo da nbrarini Aa Longitudine {airerionè 


ua Lrearezsale . asi. piaz di gragtura ; entrambi della 


stesa frequenza, ertrambi’ con lo stesso porometro “p! 
Fuindi l'angoto piono, come variazione di direuome, 
giacent 1 qualungue posrtome dello spono, peo dem. 
pre coselatsi gol angoli rami vfoibi ad uu 

sistema di ani cartesiani. cstogomoli e vicerersa. 
Consideriame infatti una cela direzione, defi 
niba vispello agli assi dai ceneri direttori : co) , ca(f) 
cc); puntiamo in quella diverione cun feodolile 
su stazione al centro ami , avente per direzione d2matek 
li sui de 4 sa /laugolo oriontate (srimal) è ia 
n” 4 ‘angolo di elevazione. (Qugot: Ati gul csmefio crttonk, 
k azoto sull'azimut, € sul corehio Virbicale cerato 
sul piamo ouziontali, atteza shumentale Zero affinche” x 
verbier di questi angoli comesiclamo ct ceutro ant.) 
Sia: 0834 , avremo che le con 
dinate dif commeidemo cor case: 
mi direttori di A, Arcemo guardi 


a | ERZIAM pÉ Vi Mi letera) 
[meat] [eo rie pre 
sb = a i Tan Fer 
colf) = Ventarcip |: st)» i 


pesava = c0s($)=> E. da ew: 
Cos(e)= costu). cos(1) 
c03f8= Caug (o) cost = ED co40) c($) 

cosp= Aes) ces(f) 


0086 =|/4- (cata reosp) = {1- csf) = seal$) 

Aagli dementi di viliero topegrofico ; {nette condi: 
suoni Sopra esposte) oe moti u,, fnj < 09,55, di 
due diuzioni DA «4 0B È possibile coteotare 4 
coteni diveltvi supettivi è quindi dalla formula: 

00 È, = Cos essa, + 6098 <A, + Coal co 
già trattata, € possibile catastale € nugolo del 
4 due diverioni Th è DB cc : AB = Ud 
cap= (cd, 06 Yet cn) + fur ces, ffenf)ernjin. 


pospa cos (ur -005) csi, cas, + 4a, 5 | 


das di totarione della direrione GA, che ruota per 

sorapporsi dla disrine CÈ, È ovviamente, sua vela pe 

l'origine normale d/ piano A08 defiuta da : 
CONISSCINIRIOISE 

ci + {casft,} 4 + (tosto)z =0 


Detta € Aa retta asse, volendo 4 suoò coseni diret 
tori (veli pag s) avremo : 


% COIÙ ceto ch 
cosi) = cosa eo K|| coslge)= K||cosé)= co co Ra 
eofa ef CAYg co del eeids e08) 
ore: n 7 
[eh cool 12 |a costa levi, copta 
a 2 Li i) [12% co) 


Ie piamo normale &lla retta am. RC posate per 
l'ocigine degh' assi ana pa eguarione: 
e conterrà le due velte DA e dh 

Come avevamo previsto ‘a des'misione I f 
richiede tre amaoli : da variazione azimulate CEVIELIA 
20 1° due angoli 5. e fe erterity alla oreriine ouz= 
dentale, faentali (90%); (0 5) 

Quindi: per permette egny possibile posizione ad 
uu sistema di tre assi cartesioni ortogonali ( Jorma 
testanolo l'origine vecorono le tre rotazioni x, FA 
infotti se facessimo solo A rotazioni intorno a'Z' dd a 4 
l'asse 4 rrmarrebbe nel piano XY. 

da tre eguarioni che vpaertamo Xs 4 83 ln 


Funzione di X,9,%, 


e di: x, nl 1 € consentono 


2? 


di coleolore la coordinate di P=(%,4,33. 
L 


Lsempio numerico 


le cordinote iniuali’ siano : P: 


&:9,4)z(5; 5) 45) 

sa A q,= 90° ; A 10° 

duol, = 4tud, = 0,342020143 } 094,=6054,=0,939692621 
ALA, = 0, 1}3 648189 | Co54, = 0PB4LORISZ 

Sappiamo 6P*= 56,25 } DP=t50 


Calcoliamo le coordinate Sella volarione intimo a £ 


fac = Coat)x +(1en 4.) 4 ={0,939492621).5 +10,342020143)S = 6408563921) 
H, =levsl) 4 — fel )x =/0,939492421).5- (0,3202035 _ a 


zz -45 


Catcoliamo fe coordinate della successiva rotazione 


intorno ad dida 
A questo oro sosito, pocehe trattasi oli una ternò antina 


via, sa nella formula , da mel disegno, gli assi ce, «4 


visti latte punta di 4g, me! vaso amfivearo 4, va 44%. 


avtemo qun oli: 

Ze (c014)e, + bem), =(0,9%3A)25 +(0, 20 cons fuposssren) 

433, 3 

X, 3 (cosca, — fede) 2, = 0195363264 fcaosstatzi) pn202043) 2,5 a 
4g 3 4541089469 


%,>% 938342384 


Xa = 5163029193 
Za 


1 ai 

o giseono vaio 

N 

dalla punta Bh 4 
per visudlizzare 


il verso antiorario } 


Caleofiomo cre /e eorolinate finoli. dorate alle suc 


cessira rotazione rntorno » CA di N . 


ESSECE (Ee14)% — fed), ) = = 5 IPOLIZA 
= (044, )4 + fond, )z,=(n91440}7 53 e,90336238) ul pcs) 


4, = (ens43)Z,-{ tudo), fr prscorta frena) Lots] = 


= _Xx> 51630895} 
lolerr Lodi delle coordinate i - 43131514358 


= 43= 3, 953116458 


Allo sfesso visultato si giunge sppliconolo da formala finale. 
L'equazione dello vetta PR (ammessi fissi gli asi 
€ che tuotr il punto! sara: 


i 
È 


+5 = 1-5 4-85 
VIZET.A 126048548 41453106438 
Cosd= 0,08L1689% + <= 45° 08/03" 
8 ba i diuttoi dla 
conf = — 0, 6561389E + 130 88 su) coseni ara 
da É retta FÉ 


cosp= 0, FSOBgOnRI > E = 4° 9 
FR 3 


(fb GINA (o rettesta - asset 


y : . ; 
Fer getermnore l'asse di totazione, occore 


prima determinore <é piano su cui P deserve 
archi al circonferenza (@ conda oa calcolata PE 


, 1 DI ri 4 - De 
puo appartenere ad i Pinrle 7 crente Sw infiniti pid: 


n del gere pet PE ) Se consideriamo le coordinate dl 
8 come iniziali possiamo calcolare l sue covrdlinate 
rali ha) devo e stesse tre rotazioni intorno £, nba 
4 soterno Xr. Sobiomo che Pi 5635 ; D=L50 
perrfichiamo DE" 5,4t029Y4% 3,131614359"+ 5,953 {16458= 5615. 


Buoterione inferno az (4330) 
Si = Cosa, (5,1640231 H, +4acdi(3,33154359) = 221 6,1314f2885 
4, = cost, (3,73/51435 ) - cnudi{5, 610299} » — J,= 439248348 


zi: Z Z;= 3,953!46438 


1, è . 
I guartco serve sempre ad evitare grasso doni errori ah 
cateolo. Con disegni srecisi SI possono sporezzare le prime 
da cifre decmoli ber unita’ in centimetri. Dh certi dos al 
probiemi è obborfino «Gr preceotre (a risoluzione grafi 
pi i 


ta alla risoluzione èigebrica © numerica. 


po censito 


Ruotazione intorno ad CA {4,3 20) 


Ze Co4 di (4,953416434) + Je, (6,131672 325) “  Za>5,6/192634%, 


=, = 4,4 739245.04} 
xa 005, [6,13168,25) — deu {3,953176434) 2 Xy = 4409821835 


disegno nsto della 
punta ddr 4 per 
dbprezzare la rota 


zione anbroravia. 


; . p 
'wolario ot, 2e, {A = 109, 


X%= x 
3 a = I 4,4098218} 
% = COSA, (1143924824) + dead; (581192 <341}3 4= 2,f200555]8 


4,y= 04ds (501926341) - dusds(4,33924828}= Z3> 4,42/6/2883 


chiegno vito Ù SRO 


dalla punta dix, Zi 


erifrehiomo ehe OP = 65 = Oh es: DA =: 0B =D 
4,40982/933)" + (9, fa20sssk)"+/5,/421618833) » 5625 15° 
i 

Ribriamo cosi tre punti pet guoli far passare 
dl piamo, ove P=A e R=8 hanno descutto è loro orebi 
di crteonferenza : (Fripee audare in BÈ è 558 per anclare iu ta 
Sappiamo (radi cap prec) ehe l'equazione del piano pe 
Zre puoti dali: A,8,C € dale da: 


4 Ma 1 Za Za Y AT IRA 4 ZA 
#6 Zelxe ls ct za[Y+ [Xa Je A|Z+|t9 9 2520 
I Se Ze Xe -1 Ze Xe Se 1 re Se Ze 
oi abbiamo; 


XA 355 | Xp = SA6POZIHa | X = 4,409821757 
SA=5 | Ha =3,]3154559 © Je = 2,}220555f? 
28 = 3:953/5688 .  Ze= 5,4618833 


Za =2,5 | 


Risolorome 1 singoli sleterminonti Lenendo conto dei segni. 
[pon cal È (N) (Mater hd 

dt + + ‘ci 
Vin) GezyP fe) (tall Praz greto Za tte 


(e (zez)= faartssno)145317018) = — a erosn0sse - 
(ie-ti)(ze2)= fastest) s2161288) =_= 31706023987 


A *O:SISFCITS 
(te-Mlze-Z4) = (cupe28F24|2,32146833) = + 0,487 996331 


Ra ri)xe-x)=(1453176/83 0,9019926) = — DI 8516 83143 
4x3 di 345 629444 


(5%) 08%) 
eta) (25778) 


(4%)(£0-%) > nesstes64f-0,590178263)= 0,1486326 52 - 


(CeAX Fe -%a) = (0n9029r44|f-2 21944528) -0, 350 484543 
Ay3 11294 #95 


Ka(IgTe Ze) = 4,3503010 
Ya (Zg Xe Xg.%e) ==62,90615f85 
Za (X350 - Yale) =-5,11592335 
4,3 — 4, 509}880 
Firidiamo l'equazione del piave 
O, FISH6ELEI X + 1A, 345629444 ‘4 +1,12911}1352 =, 539/842 
per 


Vos95t68163" +1,345629484 +1,12311}195* = 4,80062690 
Stil SOnS 
avtemo l'eguarione del piano ai enui Autori 
eo = 0, 219%94989 È 0 
6 SEIN coseni drceftoi 
€98 = 0 M}3I/ 65% += 41°38'31° \ dell'asse di) 
Cosi = 0,6310689 > Xx spros'sgo | *9ttre. 


ON = 6,4032055f 


Xy = ON cos Xay = 1440X392499 
Ju = I cos Ju = 4185/901658 Wairtieai = DA 
ZN = DN CH Sp = 4,04525130£ 


OP0N° = RP° = /5,24095942, 
NP = AN = BN = EN = 3,9D4994X5E 


Le = Nigro) (194) = 198614992 
sb Gu B PA 


Abbiamo cesf Lauarione dell'asse dh rotazione 


XK-XN = Sly = Z2%N 
Veri erp dr 


basta sostrézive i valovi ora mete. 


Lalcoliamo dx Lrvangoli ANB e BNC; 


AN e E reors ssa) (eh rasssones)i135-4,0825108) 
AN: 390499 486 

SN = \{eugossyi-toponofff0nss9-snstonf (ascninzzsonssa 
BN = 3,90 499HLE 

AI = \firosezrg-porssusy) aper 418519005}: GUIC10388 40826802) 
CN = 3,904931476 

FE = PR = 43364992 {qra' coteototo) 

Re = Aurora -ssos0ra prosa a paosssa) (a to sp018888)* 

BE = 198CHI9I — — 


n 


ini 
= 
CI 


a 
a 


/x A 
es f= Co ANB = Coi BNC 
AR*+ BR* - AB” 
2(ER)(aN) 
cehe' AT- BM ; eng: LEN AB 
25 nf or 
604 @= 0,8}X084/}82 
P- 28° 42° 


ks dai 


revifiechiamo considerando note: 

P=A3(5:5:45) | coso = 0,4197949893 ; eosf8 = 0,487 6569; 
Coi Y= 0, 483068 936 ; (Coseni direttori dell se); fe 28°4899" 
(ampierza della rotazione); 008 P= 0,8%°084 178; 
Cabechamo le eoovdinote di A:A,deso fa rotazione, che de 
veanno corrispondere dle coordinote di 8=B. 

OP% 5°+5%+2,5". 56,25 + DP=}5 

DA = 5(0,3199949993) + 51147816869) +,5(n421068936)= 64032055} 
N° = 41, 0010415} 
PI = DPLON" = 5625 -41,B0I04ISY = 15, 240958425 +PN=1904991436. 
N +78 (2, = 41, 00/041SE (5,8968425 0,8 HOMIN8)= 54, 31641 Fh 
Possiamo serivere le tre equareoni ; 

Ska + 4g + 2,5°Zp > 54, 8f566174 

0,4197949883)x> «(0% rs 16563) + (0001008886) 29 « 6,40320557 

Mi +4 = 56,35 
Leaviamo Ly cella prima equarione: 
Zy 3 2/, {SD26K6I7 - GXn - 2Ya 

{1 081040936)2, = 43,438.315335= hi 86413}8H Xg - 1R8413$8:114g 
2} = 488 DIAM + hXS + MÈ + 8%), — 3 00tosspa,- 87 PAOY, 


Sostrtuiamo nella seconda e terza equazione 
(1 034342829/Xs {4506826243))y =1,235109344673 
ENG +54} + 8X9/g — 8Y, 0010587 — 8%, 00IDS87Y, +416 8240445 = 0 


esplieitramo CA 
Ig = 11, 0f6510484 - 2, 040823565 XB 


PAPATO la sostituzione : 
+18; 5538109824242, 0f/59123 


-& 0040.5878) = 
8X84 = 132658852 X5 4 104,3) 208385} È 
$ we = +20,8480442 X$ - 391353390295 Xg +1/0!9, 093 5805 
5% - sg}, 0010 5678% 446 824044 
I, 49FL/SGO Vf — 86,5935S42 Xg + {Î3, 846244650 
est xi -9/4.5884169%) x 8 /+-20,408%018 = 0 
2%g=5 16029tf 


XB= 4,IS84N6It 2 0,60851398 < 
Xp =3,949f935 . 


per moto autorario rale xg3 S,AR02It} 


Via Ah 12%6 51048 — E 060B23C EI = Yg=28,B/E357 
EB =3/,fs0264f0 - 2% <% = g => 395310982 
he scontrano 1 rafor gia calcoli 
(de sktime esha, non sempre j a Cats degli amotenh 


mentidone fracis e) E 


Questo esembio numerico comprora 1 metodi 'enlelo 


na A ne 


Aleune considerazioni sul procedimento nel 


colcolo dello. spfazione assi. 


Noi abfiamo surlupnsto il ealeoto con due 
diverse Lai fa brima consigeta nofe 
le covedinote iniziali del punto P, noti 4 @o: 
den direttori dell'asse A rotazione . panorde pei 
l'origine se e nota l'ompiera f dell. 
amgoto da, rotazione, Sono incognite Je coordi 
Hide def pento a tolazione arvenuta. 
Se ruotano gli assi, )} $ punto vesta P com coord: 
mote diverse, de ruota Pe gli asi 0 leoni 
?P va ru f_ con diverse coordinate. Afnehe de 
cooroinete commerdano ; se gli ani tuotauo anti. 
vrario, P deve tuolare crwub, DÈ chi verno ofpesb, 
Questa impostazione e, ha portate ole te 


equazioni: 


XX + JI +22, "(ON + cos gp P)= 1° 
lcno)x, stende tend = ON = Suit +eoi)e 
Xi +97 +21 = 0P* = xyz 
essendo: WP*= OP-R® (vato che possiamo coleolere 
conle coordinate dh parteuza (ret) 


Si noti la pezfetta simmettra & coordinoli inuzli 
< frati e quindi La lao scambrabiltà. 


per snellezza abbiamo preferito dare | ‘esempio numerico 
per la risoluzione dflelle tre tguarioni, cetchiamo ota la 


ersoluzione anot'biea: (espliertiamo 2.) 


Iz, "4 (1--20)] i Cor «egis-44) 


2 4 { orde $U a 244 9x3) 


Sostiluendo nelle ate dur equazioni 


Eco -xcmr)x, + (een yer), = feossi +2) 


(Pax)x +e VIN+ ag) = Ax ela )y -k'(@)- # 


4, = farci -Zcm \x, + [z0N)-entff*) 


\Zenp -yent | Zenp -genr / 
x-(getizioni ; Le(EApontt 
\cenp-sens) ! —lzenp-gens 
L= KK4L Yet, a aLkKX 
(2% Rao x) 
Euglfie ese. +aospe, +t2:9) 
Spf = Gay) +2 149) K 
Mx, = 24%) x, 
- 2/6) = — 2605) x -246L 


(ott '-2599° 
(Zante? A I RE CASCATA ye ZI 


£Lspressione che puo serivensi: 
[Evo sccngxeaflr(e: 9) 104 Mreng]x +fe0-3) td 


ore si nota che r cosffrerent dell'eguarione dr'de> 


condo grade ), pur essendo espressi con lettere che site 
Lizzano altre espressioni TÀ fenzione dhi:d, ASIA, 
sono olbastauza comploss, , ed a maggior cagione + 
sulterebbero complesse espressioni esphcife di 3, 

4. PEA degl dementi noli . 

Nella seconda modalita’ di caleclo, ottre le 
cootolinate imizsali’ di' Pasi sono prose, come ele= 
menti noti le rotazioni seguenziali degli assi 
4,4 inforno az, di z-z, dk, intorno ad g,, ed 
fnfine di 4-4, e%, intimo ad X,°%. Co pe 
mette eli uttzeate /e {emule della. rotazione 


olegh' ess; nel piamo. 

Siamo casi giunti lo tenò di eguazioni, ore so: 
no esplicitate fe cooxdinate Final del punto, (ehe ol 
ta abbiamo madieoto con X,4,%, avendo viserrato : 
U4 113,4 alla votazione toforno & ed XI, i, allo suc: 
cessivà rolazume: sicforno dd 4} e dumuone delle 
Coorolmate (MiziLli. kyIt, © delle tte tota 
zioni: A, PREC 4 + (compicae di' votazione). Per cale 
Lare coseno ririscticeMatei «dell'asse ditofazione vicuttante 


passante pet l'origine | GIbÈ : cosà, cosp, cat; € C'ompiea 
za, della rotazione visuttante : f, che non Ygurono 
nelle svddete eguationi Sr è tudicato con A s punto 
sutiale, com 8 & punto di asaivo di A, e com C <L puato 
di aveivo di 8, com cio” abbiamo tre punti pet € 
guali posa il piamo Su eu 51 muore punt vira. 
sla normale al piano j l'origine degl ass © Lame 
risuttaute dj rotazione. che incontia da N dl piaro 
ed ANB= F.rampieza risultante ditotazione. - DIC. 
Notiamo che, <ndipendentemerte dalle covedinete 
Aniviali e finali dev punti dello 4pouo «quando sia 
no note /e ampietze di tolarione L, @);%, (4); 4. (x) 
dovrebbe esser possibile calcolare : Cosa, 0098, eat 
dell'asse visuttonte di rotazione  nonehe' L'amprerea 9 
risultante delle, rotazione 

A tal fre procediamo, pauo - passo, nel tcercare _l'oue 
risultante di'totazine è £'ampiezra eisullamte . 


Llle prima rotazione inferno & sha: L'am £ E 


04% = 20490 =0 ; CA r= 204 5020 ; Cofzest)=d; 


tà 
f= 4. 
Blla seconda rotazione fulorno ad I, , La questione 


diventa delicata ; occore precisore che L'ane 


risuttante dere cenere erfecita Vili 


La seguenzà delle retezioni 


Nei abbromo considerato di fa tuotare SY am 
pera intorno a 4 poi Untotno ad %. (Cio eguarale 
a denat fissi gli asi e for ruotare il punto, con veso Pe 
pesto, peima informo a £, por intorno ad 4,). Pea vega 
mo sovertite /a seguenta delle rolarconi cit 


giumo prima ruotare intorno ad I, poù intro a 
Z. A lol fre consideriamo la proteine di P du 
44 en: P ed &; 3(f= dd, X) (ta oloruone smtotuo ad 
$€ aura xa), Consideriamo per Pau piauo pespen 
dicolore ad S, , esso sara’ parallelo aC ed are 
La traccia QPAw XY. Ribalttaudo tale piano, cu 
X4, vediamo (P)» -Prbattato] che alesevive una ct 
conferenza di raga vo: (Pad difoura mi Pla. 
Sh tale. enconferenta prendiamo £ arco solleso sd 4 
oi anemo (kikattata] La posone di aruvo edi IA 
Dall'esame del degno si ha; 

FRS resa, + Yi, ] -Ohg) 

gP = -T cosa) e Î(t-cos,) 

x n (RP) cosa, 

b- 4)= (iP) Jena, 


Facendo /e sostituzioni 


possiamo esprimere /e 


coordinate ole/ punto oli artivo Bg A funarone del 
le coordinate di partenza, e della ampiezza amgola: 
ce A, jponche' dell angolo Ky,che Seftiniice l'asse oli 
rotazione I. Cibé 1 coseni olivettoee Adi 4, Amo: 
Cod = CoY( 906%) = vitud, | Co = cosd, | CAS =co(20) = 0 

Xn=X Ni-cak)cae, 

Sp =f-I(1-c014,) Aeuo, 

Tp Ze fa); T- (xcri gin) 
Xn, = X- (xcoî+ Yaema en 4 conto) 


R,= Y - (xenmeosi + Ysuih)(4 cost) 
h =Zt (x cost + YAsuoa) Asl, 


* = X TATA = Spi tosti + Keo eoAd, + desedi tosd cos, 
| 
h, > Y — Xieiljentt, = quad + Xisud,cok.ersol, + YA, Coda 


Xp, Kt Xesdjiud,t Yuead, deudo 


= Xssctrenot, — nd id) 5 cos, + Sul, cet) 


xi (dt cos cosds) 4 Yfpenci tra cosi ses 6084} 
h, 

; 

kh, 


= X(cestds) + J(seadAdo) +2 


Le Permule ralgono per totarine aura A dulomo 
2 du generico asse del pino X9, passante per Toi 
ed inchinsto di (90%%) uspelto all'asse x. 

CIOÈ: kg, VIA dene le coordinate nuove di P 
se fa totazione arnene sugli assi OXYZ. 

Assumiamo ora l'asse Z ougmerio come as di to: 
tazione 1 (oppure comsideriamo h che ruota intorno 
all'asse Z) e £a rotazione s/2 ampia A. 
Indichiamo le nuore coordimote con indice; 47 pe 
Indicare che trallasi oi una seconda rotazione che È 
avaruta prima su 4 poi su%. 

alta digura «si nota che: 
Kay, = $ Cod, = (Xcosk,e ydut) cosi, 


Kisa = X eos, cosd, + Yaeui 206, 


se appliebramo le formate della votazione nel piamo, 
pa votazioni ampie ai di ha 

Aesz 5 Mi cosa, + Ire, 
e sostituendo: 


pg = X (stesa cast, (4) +4 (racc, i). 
i x fund cost > xi ) + y (england, 


Arg = A cosdcosa, (erstirsati)+ Ypandrensda/cos4, 40%; ) 


estuclo: (£o$41 4, 34) tana la Jormuta creata dalla 


analogamente : 
Hera > A tosta Ada 


sostituendo: 


ha X sus, a cons — st) (al deli coni) + 


Cei X[iada, + Coi, aes _ ffadicoiena ta) 


Spgg, = Near} + 4/csa Vesta, + 


Spy feta -Nied 
Vecificokile tn figura. 
eové la ternà di coordinate di Byr rsutta: 
Arg = Keosd,cosel,)+ Yfewn essd) 
Irga= Yeosk) — xls) 
Thga Koosa sud) + Sfpend rd) + £ 


Mentre ruotaudo pra intorno all'anm% e poid 4, 


avevamo trovato: 


Jin = x (Cote) + frico] Z quad, | 
d = S = Yes) — Xu) 


Zra,= Z,= X{costamb}t Spes vr) + 4005, 


Solo: peg” Sar ; data la diverso modalita di 
caleobov-lersthecoordinole smo diverse. 


Per chrarizer /e rdee su questo «impor tanbisimo 
peeblema, Faremo un nuovo celkol/o com model: 
ta”, aneora diverse. 

Moe Sappiamo che tuobare gl assi 0 tuotore <l 
punto, purche L'am di rotazione sia Lo Ateo, € 
/amprerro. A rotazione si da stessa, ma di vero Ghpo» 
sto, de coolinate froli vspelti lle inisrali' sono le sfesse. 

Consideriamo un punto Peglerito agh'assi X,9,t e 
faccione la rotarone 4, infotno da J){nan4,} t 
La totaziane x, sulomo a X. 

Saporamo gia ehe: 


Ari =XC0sd, + Ydeuk, 


Xpas = rd) e 4as)cosda — £ gdo 


pa = Ih= Yeosd,- Kid, 


Zra = (Kezsa, è Prrd, ) IMA, +7 04%, 


Ha = Ke tosda + freudi cosa, — Zaeuda 
Taeg = esa, KA, 


FREIF Xena Asady + Yad, gd, + ZA, 


Che corrispondono esallamente alle xi, VANZA 


Jovertiomo ora L'oreline odi rotaviome, oe 
ruotano pura einpeffo ad RA (men3,) < por 
tispelfo 27 arcemo: (&, cirpllo 42} Grerifelto 245) 

Kg X.eodd, — Zqeuod, 


Ing = J 


<py = Zeosg, + XAeuwd, 


Per maggiore ebrareza prcceamo amehe < gra 


fer ncleletntarizi. 


— 


X (cosa, eosita] + Pad) - Hmsct ska) 


(04 
ss 
pei 
" 


Ifoss) - X (ooo, sud i Zfpeutz asd} 


Xena, + 4 0044, 


Confron tando questi usultati’ cov precedenti, di 


mota che, quamolo l'asse dh rotarione comerde con 
I 
du SE carlesiano, ed è C'iultrma rotazione Aa coodì 


nala di' quell'asse nom È cnflrerzata clall Ampiezza del 


ta rotazione : 


Cosi xy era iudipendente da Xy 
Ù 


Soeg Lre ‘indipendente da 


ay e” inolipredete da CX 


, i : ar DIGI 
Co confermo che sl visuttato Ai' più rotazioni 
dipende dalla seguenza con ui sono 


LE /e rotazioni stesse. 


de due votarioni £ cu eisultati cotespon dro 
Ra oay i 42%aey ] Ze 

seno sofo dpparentementa diverse perche” da una SÙ 

£ evidenziata fa votazione degli 0sI) nellattea la. 

rotazione del punto. 

da rotazione interno ad 4 quando moni su 
ane ruotato, cioù fre precedere La rotazione intero 
ed 4g £ come aver ruotato vispella si rea atta 
qualsiani gude & toh vetta. coincide con La pes 

e nuda da S, guardo precede la rolarine 
rutoo Z. 

Facciamo ora la rotazione di verso opposto 
con fa sfna degenza © Je stesse ampree . GoÈ 
de pet rotazione autioonia da £ e 44 I me CSI 
Pra ue Rz43f, per rotazione ovaria Prada i Q 24 


4 (CAS Za, = 
Lp XQ Xegtol, — YA, 


Ya, = Xarua, + Y cod 44 


XQaay e Aa cotte eZa, de 
Axy *Keosk, - Y asd) 
Z@y = Leg ene - Safari 


abbiamo quindi: 
KQey= x(eosdi coste - Ypunscesc) + Tad 


Vans x(cos) = © If) 
Z@zg= Af-eosdrdu) + Y(reu ie) + ZeAda 
motramo pero che mentre: 
% 2 % 2, Seggi 
Lo 1h r243 X yz” = GP 
per quarte coordinate : 
Ki 2 cd 2 
Fa z4 4 tazy' ag = (cesti 946) + 2° 
elio 4 punto &Q pa totazioni. oi verso opposto Vizi 
mella ofessoseguenza, mon è eguolitante da 0 com 
Pe hay, cioe tuota gu un'allio pramo. 


Invertiamo la sequenza, mantenendo i verso ctario. 


Z 


I x Zisa 
du Ck, + 2 
Ya, = 
= 4 
Za, = Zeoha, — X dda, 


Li 


{Kar Kay 0234, sud, 


Fase = Aeg tdi + Iced, 


Targa = 7 Xdsda + Zerido 


sontilivendozib bros 


Xesz = Xeotdtosd, — Yam, + 2 cosd send, 
Vayr = Xiud, cod, + Ycosd, + 2 Adi ded 
Tag, = -X Aud, + Desde 


eleriama quadtalo e sommiamo 
n Ra a 7 
Lg Nicoli, ct + Nut + Teoda, sede - Misto, 
+RAY 4; cont vcle, 
—29% cosi gh mt 


. . ? 
La RAsid Rd + SARA Z sedk, del'4, + args conienia 


+ 2X% dl, cod, ada 
+392 0)f und ta 


Zag SZ + D'dd PIU dd, Crido, 
Taetetet| 
rtf] = XK arcfzo nta) pelo 
d'a sn) | = 4° 
Zora itsti, scr] =2° 
Li Torna il veline SP 


Fa ew possiamo dedurre che: 

Sirerleugo La deguenta dela eotazioni 
3 Ti E 

espello a due ani, eguirale a ruotare 


di revso coposto, con diverso visultato . 


(Al {ne di vifenere il punto complanare 
e Simmeleieo, non solo dobbiamo vuotare di 
verso oppasto, ma anche jnverkive l'ordine 


della deguenta delle colazioni. si 


Abbiamo ora. fe coordinate di tre guati: P, lu, Bg, 
oguedisfanti dal centio assi. 
Xx, YZ. 
Xiay = A cosdcoide + friend eosda — X dd, 
Sag 3 TX Aud, +Ye04d 


Zagy = Xerdd, dda, +4 Aeud Ato +7 e01d, 


Kaye = Keotdi cata, — YAULA, + Z cod deolo 


Jom = XK Asca Edil, + Y COSA, +2 Audi deudde 


Ta = — x penda +4 coda 


€ possibile oAimoshar ehe: BP = Pa 


VI fut che Po = ICE dp , ruol dite che 4 


Îre punti stamno sulla creconferenza di base di 
tu cono vello che ba per vertice 0 e per 
ollerrà DN normale ol piamo dei dre punti. 
Poiche” È mormale eng, pai is aa 


Frbagora, | pereco Po*- = 202 "DR°= taz -5a° 
eide £ Pa part sono eguaodivfamh: da N est: 
ian PW = Gall , e) esmolo Paravia d duo 
trraugoli isosceli, auche &Mp- PN Qye 3 vd 
Ceo dimata a due rotazioni su due cm posse 


no dare + feta eguale di veuo osgasto e /nvoasa SeQuedra. 


Per questi le punti e possibile far penare dd piamo 
dx +amYy+m% = Vette) y. 

con: €, m,M  pogporrionate ai comi odirellori : 

dell''am dd rotarione ON. 


Ll'eguariine del pramo € (vedi cophti pres) 


4 Z (Rauz x Yor xY 
Sa a IZ+ nn |= 0 


Vea, | Pata 


1h, Zelxe Kg i TA Y 
I fa Za ar! Za, 


da sontiluzione e lo svi luppo algebrico porlerebbe 
ad espressioni piuffosto complesse, ed è prelewbik 
Ù é è 

eiSotvere numericamente ; 014, es, cnr, ed 
come abbiamo grad foto bell esempio numerico, auche 
dejsuu Abnea di prinepio È passibite esprimere Ù 

eoseni olivettori dell'asse di rotazione e / Guupreztà ? 
du feniione detta totazioni sugli 9651 A, j%%; 
l'ISEE: mil NDS 


£ ta sequenza. 


LE quadriche 


Dicesi Gi uadrica’ uno superficie algebrica del 2° ordine, 
espressa CIOÈ da una eguazione : 


[aux +An2f'+2nt4 209%f + 20908 +2047 +20yX +0xf 120,41 0y= O | 


Poiche! tale equazione puo' essere moltiplicota © divi 
per uu N arbitrario, hoto 9 dec dieci coefficienti so: 
no indipendert; e pertamto Decottono 9 punti por deffi 
pire fa quodtiea Lovesamente per I punti arbitrari 
passa uma sola quadrica. 

Abbiamo gia accennàto al problema dlelle guadrizhe , 
nel capitolo : ‘I petinomi di P grade nie variabili”, ed 
abbiamo gio braltalo la sfera a <£ eihindro, ed i cono, 
nonche’ « solidi di rotazione come parabobvide 19 
Londo, £ ‘perbolvide ad ua falda ea due fobde 
l'ellssorde di rotazione. Abbiamo auche trattato £ eMlissoide 
(nom di rotazione], Abbiamo anehe troffato 4l problema della 
rotazione degli as mello Sparto. 

Li equazione sopra seritta prevede mon solo 4 solidi 
dl cui si è p fatto cemno, gia al contw, sia trarlede, o 
vuotati , 0.sot;di di rotazione, ma amehe solicli non 
di rotazione, ed auche quadrrche degenere, 

far trattare comprutemente È quadriché , premettismo 


aleun elementi ggometria proiettiva, 


to 


Coordinate protettive dun punto nello Spazio 


Lufendiamo /o spario a punti impropri, ad elementi comple. 
Fissiomo nello spazio uu tetcaedio AAA:Ar ad 
un punto E erteruo alle fuece deltetaedio; ad cgni 
qerevico punto P'dello spazio possono ottribuirsi 
quattro numeri : (£,,%,%,,%) finiti ; inversamente qual 
teo numeri definiscono wu punto. Questi qualio nu 


meri sono detti: Coordinate proiettive omogenee . 
Premesso che una vetta pui essere percosa iu due 
vene opposti, L flrure iu ru verso © nell'alto € uu 
carettere gyoiettiro La vetta ouentata ha uu verso pe 
sibito è l'opposto negativo, € che rmplica che iL degmento 
AB+3A =0. (€ tornato iun) mente; BR+RB:0 (£ torunto 
cia B). Se sulla retta orientata prrudiamo tre punte; 
A,B,C, qualungu 5/2 la loxo seguenza: AB +801 A "0 


e A 
A, 


te: ! ; 
ni ERE, 
possiamo auche qevivere: Ab+ BC = AG 


correlazioni vizordando che, portare cu degmento nel allo 


2 lette 4 alle 


membro dell ‘aguaglianza, significa cambia degno, cioe 
derive cuyertite La Lettere che delimitano +2 segmento 
dleno, Fra quativo punti alfiamo la relazione di futuo: 


| ABCO + AC DB +ADK = ] 


Corato Br 


£'obbastonza istrottivo prendere guatiro punti su una ret 
ta, misurare ld lunghezza dei segmenti, col loco segno, € 
verificare la relazione di Fulero. 


sr e a 
(A8J(c2) + (aclea) +(AD80) = © 
U X3) +(3)(-3) +(6)(2) = 3-15+12=D. 


bbbiamo gia visto la. ‘ecordinote asissa” presa sulla 
retta orientota , sulla guole sia fissola una ougine "0 
come prima base per le coordinate cortesione , 0 come 
masse veale dei numeri complessi. 

Consideriamo ora un segmento AB su una vetta, col 
dn puoto Prmobile su oli essa; la posizione di P pu esse 
re unitocamente determinata dat rapporto VIEZIZZA 
getto rapporto o semplice She purti allimeati. 


A B P 


de considereamo che AeB 4i Mus 
dequono da siustra a deriva, semendlo ; Lim (Aphr)=0 ; Éinffbizco, 
@ per Pret punto, improprio dilla rellaszti, (Atfse) = 4; an 
mo che pe a dinisha diA dl rapporto varia per fra» 

zen minou di d crescendo da vero ad 4 , mentre per Pa desta 
di 8, d rapporto Varia” dberescendo da +50 a 44 (vata maggio: 
crei vuol, intermamente ad AB, per lori megotii da, Da =s0. 

do vetta anime l'asbdis di sue quallo di vaggio incinito lla 


cora Bi si 


quale possono viportarsi tulli | valori dei numeri relativi. 
(eseudo raggio salinito, La ceurvalurae £ cen, cioé 
lamello € vellilinec). 3) mot; che: 4° £ mel punto 
di' meno di AB. Rrafbioa qui la questione dello sero, 
Aell'imo ,e dell'infinito, dhe abbiamo gia trattata. nel 
problema dlell'aedine degl l' infiniti € degli viobitesimi. 
Nel graduare la cella "asse reale”, fissata DA 
origine fed uma snuita' grafica Costante”. Hi mota 
che Le due samivette a desta. ed a sipistra oli "D' Amo 
quali, cl ad gi numero positivo cortsponde uu 
numero negativo ( segmenti eguidistort da. "), che £ 
mumeri fra sero ed umo sono ttt; compresi nella 
unita! grafica ; Che l'umità grafica aggiunta al 
degmento che rappresenta uu intero, ferma 4 segmento 
olell intero successivo. Pero se diciamo che ad ogni 
numero ‘maggiore di umo, cortisponde dl quo teciproco, 
che È uu mumeto minore di uo, affermiamo ehe 
a quantita di pumeri m. aggibti diumo È uguali 
alta quantita di numeri mimori di umo, dono 
entrambi dufini it e quindi debbono occupare 
Lo ateo Spazio . Go È quasto aene sulla sha 
ella ove a sinistea di A sono 1 mumeri momo did 


e a dea dB numeri maggiori di 1, mentre 


< numeri megativi sono tulli mel segmento arbitrario, 
fed ‘0 eo comenzonali) AB. 

Sia sull'asse teale , s/a su questa cella, vi è La cowispon 
denza, biumivoca : Punto 2 numere , pet cui anche 


iu questo caso 1 puo parlare di eoordineta del punfo 


Se sull'au reale prendiamo le coordinate sorte. 


Ka Xs ed X per ludica L'arcino cdi P_arwuo: 


dre auche: xe {Za -M6) 
ERO Mica = 0 2A) 


Che sono / le formule per d passaggi dè un sistema di cwr 
dimate att'altro e viceversa. 


Facciamo ca su allo passo m avanti, e 
Consideriamo otte A, BP, uu quarto punto 
che indichiamo cen G, mentre Py considna 
esterno al segmento AB (ci0€ a P cow;sponde PIA 
Ap pasitivo), i punto Q a consilero dutermo al 
segmento 88 (e2€ a Q coausponde du de negativo) 
Volendo fer coruspondere ad ogni numero pasitivo, 
dui numero negativo e Vicerasa , CI0€ Volendo far 
corrispondere ai cali intiiti punt dette due nuuirette 
& dynirtia dA ed a dertka di B (ndedon tamente gros) 


gi infiniti punti del segmento finito AB, pasta 
porre : JA. [A | , lot quagliaze Pe) rale. 


emolito £ apporti semplier dei tre puuti AMineati 
{AB#) <d (ABR). Quaydo eros; veufica, ese 
quaudo el = heal, mov decigone che x quolfeo 
punti ABPQ fprznano um Drutpo armonico’ 
Notaudo che segmenti AB e PA, mon sono 
separati , (ma si intersecamo fra loro, Hi sul 
auche dire che fa coppia di Punti (PQ) dipora 
ominicament. La coppia {A 8), od auche che 
le Aistauze di suo dei punti car restanti tre, 


#, 1 ” # 
ferma Mud progressione Irmoniea 


A QquB Pi 


< sopporto semplici : 
= QB + A£CAB , Ab Tr 
AP AQ 


evo: li - 46 


4) 4-1) eo amebhe: eni 


senti, de 
A8 AR AR 


Abbiamo casi ercovato una elassica velozione cei Cha 
pi gomonii - 

Quamdo du coppie lr pumti si separamo armo 
hicamente gli elementi di una copra si clicono 
onici, vspeffo & quelli dell ‘ata. 


Nel nostro caso @ è comiugete armonie di P rispetto 
alla coppie AB. Affenzione pero, dali quatto 
punti come © most: ABPQ , mon possiamo fare 
peer armonici pitrlizzando le copre AQ eBP 
perche” mo SI fnfersecomo, tomi: mon possiamo fare 


"4 coppie AP è BQ perche’ ia ADE all'ablia. 


cnonsi intersecano; quindi l umiche coppie che qu 

dutersecamo sono AB e PR 1 MA non barta, por 

une uu gruppo armonico «1 dere revficam che 
BP 8Q Caso 

De punto rimpreprio clella retta È comugoto atmonico 

olel punto meolio ch AB - 


Birapporte 
Sat guattro bunt preorni o IMprepri eli 


Li 


sima cella, 0 dEi nell Dedlime ABED 


alcesr biratporto 0 dlespio rapporto , 


asporto vmorieo , il Labporto olei sapororti 


semplier di tre punti allineati € ee”; 


A B = (ABC); > Ae8e de 
802) = (asc) /(p89) = LL0E 
Osserwamo che in queta motarine abbiauo preso 


C al posto di P, e D al posto oli Q, perche” a puri 


quattro punti cre: de +1. 


J srrapporto non cambia se scambiando fra low 
oAlue elementi qualsiasi siscambiano anche gli atta 
due: (ABD) =(0esa)= Ad) =(cDA8)- 1. 

(48DC) = (co BA) = (5402) =(0c18) ua 

(AC28) = (82cA) = {ca 59) bsac}= x 

{AcB?) = (28h) -(ca98) vAc)- ix 

(ADCB)= (8DA) (pa Be) =(8n2)= #7 

(4286) = (c8DA) =ACB) =@cA0)= sa 
Cloe delle 94 permutazioni (41) pomibili, soto 
6 vatri del biterpporto ehe rappresentano , domo 
orrersi fe Loro; memtee vi seno uditro posti 
brinpsrti che hanno /o stesso valore. 
SC K € uu valore comume a gudttro Srapporti 
4 der ratori diversi Hono: 
li differenziazioni consistono mel teciproco € nel 
complementare ate’ unita; cnfutti Akt) (4-£) VI 
#5 “#5 dhe È dl teesntoco uan 
Se gacenimo : b- (0), tornerebbe K", ed. amche: CA RK) 
sd 14- +) =K. 4 hauvo, comprendenolo K, 

S AZ) | 

quattro ratori «quali. Finuno ercerione 
de sdequeemti quaterme ; ; 


-qualerna con punto dloppro ove si has 40 
tre Valori 0,1, (di ricordo ken i 4 ; #3=) 

—quafernà armonica. ,, il cui birapporto valele 4) 
(2) itordi A = ha) 


- qualerna eguiamarmonica , ove i volow distinte 
7 ; DIETE L 


del bicapporto seno & due radici cubiche compleste 
dell'unità megatira, cioe: $ (1408); £{1-); (men 
comprende -4) La qualora equiamatmeni a si da 
quamdo «e brvapporto è frate da ume compteni. 


L'inalmente pessiamo define le Coordihale 
procell'ive sulla vetta 

Frssati sulla rela tre punti’ distinti AgAa,E ; ogni 
punto P determina un bivajporto (AA2EP)= ko che 
ra al variare della posiione eli P; XK valore di 
questo brradgorto è detta condnata procettira di 
Paulla vetta, 

1 punti A, Ax jE 4omo0 fissi 5 Aych, delli queda 
Sfondamentati ml coriluiseono stema di riferi = 
mento, la £oro coordinate sono: 0) Dj mentre È 


ha per coordinata 4 ef è detto punto unita. 


Nel rapporlo semplice di tre punti allineati : 
(481) quondo P cade mel punto medio % 

AB, odkiamo nsto che d eagporto: (ABP)= 4 , 
late valo € cuche oletto coordmata boricmtyca. 

dif (ependo dl Horsicenho chi $E iL sus punto medis) 


Anslogamente le. coordinate proceltive 41 violuco, 
mo a coorelmate baricentriche quasolo E cade mel 
punto medio del segmento fit AA 
Se invece tro colei luo punti su eq © dal 


punto improprio della vetta, ed gmento Fri 
to AE=4, Ao coocdinode qroiettive, diventar 
n0 Loorolnal ascisse col verso positivo: KE = +1 
cen A,=0 | Pcufo cugine . (& ricordi che L prcilo impo: 
prio Di cina, velta, € agli «freni a dehi ee rire vpetto al: 
L'ougine sutti lena retta } ero le peace Ah, 
sno du una a Sea ©) cena & Sristi Adi A) cis 
24 degmento AA, potrebbe veriversi A,AxA, e roles. 

Se: x, ,%2,%3)%4 Sono le ecordimate parere h4 
punti su ua velta 4 Coro bivapnoto eguirale (DA 
bivapogeto dei dbumti, quolimque ma dl piteva di'rifuimeno 
| 2,25%) > Lo) | 


Ka KA 14-%) 


Datr due sistemi di eovedinote proietti x ed x' pet 
uno stesso punto Par ha la relazione. 


Ax +3 sè 


relazione che frud serivemi: 


Vax' -KX +dN' -B=0 


Projettivito' fro rette 
Ripeadiamo da B.Segre:(Enerclopedia, gp.eit. CApIRAIN pag 158) 
lOeesi Collineazione (AF. Nobiu) © prowettivita’ 


(IV Poneelet ; J Steimer) od amehe omografia ( HM. 
Charles) uma. corrispondenza biumiveca fra È 
punti di due vette clistmte 0 sorapposte , che 


od auche: 


sempre associ a 4 punti clete una 4 pumti' del: 
‘att leuo bi ato 1 

l'attra collo sk rafipo 

Patto correlazione di’ cui sovra dra r'ed%, 

di vileva che bastano /e eovrcdinate di tre punti 

mer ou shfem per calcolare fre cooftiesenti rimedi 


PRES NOA VPISRCIE 
pendenti por #% i) . od auche £ 2-16 
Nel caso delle due retti è fre punti dell'iuua 
«tono gli ymologhi dell'allia” e le cowelazioni 


Sepra seritte semo la comispondenza protettiva fa 


lea " 


le due Luntezg pid le 


Quando le due rette porteggiate protettive sono des 
Mense ; gli dementi omologhi, de coimcidenti Ai 
dicono: E/emento oloppro , v elemento unito. 

Se l'elemento duna retta ha per omolego un 
elemento di cui & omologo, € due elementi sy dico 
no: ‘n d'og0ro modo corrispondenti (feno Lomolego dell'omotegà 


La. formula, che relauimà LX cmx', mel caso di 


rette sovrapposte, diventa l'eguarione di e* gredo: 
Se fra le due vette punteggiate provettive ni bono tre © 
più clementi umiti, vuol die che Lutti gl'elementi 
dono uniti , 
Ledlentita”. 

Se mvece Lift gi elementi 31 cormispondmo in oloppio 
podo , 51 dice che fa protetti ha tavelfore involufoio, 
È sua, jnvoluzione . Banato mencin nuczera dama rilentile;) 


in tal caso la provettiviti su dice: 


Condizione necessaria e suPciente perché uma 


3 } ARIA & Sd 
proveltivita’ Aia una invelurione | € che nelle relazioni 
l__——_—r—_r—- r_rcrTr____————————2———2_——€€& 
sorta esporte s, abbia : (bc). 


Cioe /e tetazioni dientano : 


(per belle non sonappoe). axx'ibfex)+d=0 
x axt+8hx +d=0 1 


pe vette sonafposte | 


Geometricamente , offinché una proettivita; fra vetta 


punteggiate sovagpeste 4;a una 1n/oluome , ce: 
cowe e basta che abbia due elementi omologhi distinti 


che SI ‘coruspondeno tm doppio medo. 


hrersamente dando du coppie Li glonech ometgi 
Che si catispenelano ‘n dosero modo si indililua, sua sota, 
imvoluzone . 
Nelle vette sorcapposte, gi elementi uniti possono & 
dee meno di te, (eve esclude / rdentità), essi possono 
essere: 4 (due) > la proiettività si diee spesoliea 
"3: 4 (un) + ” " parabolica 

sn 10 (5223) 2 n > ittico 

In ua proiettività iperbolica, due elementi omologhi 
fermano coi due elementi umiti , uu bivapporto 

che dicesi : Caratteristica della sroietfività.. 

Well ended fadoliaione: fidata, His la cogpie 
di elementi” omologhi che 1 coruipondeno 1 degpio med, 
la. a procellivita” potra” essere ellittica, o iperbolica, non 
petra” essere parsbolica,. n 


n una inlfolurione iperbolica, fe marie cose dé 


elementi. omo Loghi. separano armonicamente 


La coppia degli. elementi unili, ossia il bivapporto, 
cornstteristica della e proveltività è cofaute ed è (4). 


Coordinate omogenee 


Abbiasi una vetta punteggiata proietti va il au sic 
ma di covrdinete sià (XJ, esprimiamo il valore x 
mediante ;/ rabporto di dae nomi: Jniti 0, col, 
ei: x= 2/0, . Um sifotto giochino, viene proposto 
porche” mentre Lo zero viene consiclerato un numero, d 
valoe indefinito oi c0 mon vene considletoto numero , 
quamdi pe far anumee alli x. auche <d valor 
dnbinito basta che de, sia ceo! Abbiamo gia CH 
40 glliove dl mosho veusio 4 lo zero e € ‘tafrito, 
avamo da cousridzazs numeri. 

J due pumeri se, cd 2, vengono delle : 

"e coorclinate proceltive omogenee di #° 
Ulendo esprimere tu coordimnote omogenee fa tra 
mazione | x' = a fia due stern al coced= 
male protettive antemo 

x = K(4x+6%) 
13 - stent) 
ove K € iu pfrttore arbitrario. € (76! fo 
_M discorso sulle cosedimate omogenee , esposto 

An questi Zernoini, e poco convrineente anehe 
ie eflettuato da famosi odori. Noi prefe= 


tcamo uiguardare ,e eoordinate omogenee 
n ea 


da un allo punto A vista 
Considerarmmo su qualsiasi polinomio di grado 


NM du I varsabih, e cerchiamo ehe ogni elemento 


del polinomio sia dinensimalmente omogeneo. 
porche mel pomomio Figura anche um numeto, 
(oerotta 4 termine noto) afnehi questo ZIA 
to sia dimensiono/ ment 0 egeneo com gh alli 
aoldlendi, lo I rapprssentare da usa ny. 
Pr ciempio L'equazione di una tetta: 

Akt ak + 050 
Je Xx, ed X, Somo Lunghere deve emato anche da 
percio A+ A +8k,= 0 Anna L'aquar. omogenta. 
Let suo conica: 
Lair Di +80 d% + 309% + Uag ka + dg 3 O 
Ore, de de x sono Lungheme j1 primi dee lermini sono Gu 
gherze al quadrato | rea omogenea, oliveubz.: 

Au + Aghi + AggX5 + WagkKo +20,4K5+2Rakk "O 


dono aueora g/is fessi” dui termini resi Omogemet. 


Par ua quadica 


D generale uu polimomio di arde du 1 
variabili ‘n ferma omogenea È esprimibi: le con: 
SEma 
| er 
XX; 


Alu octmnomio dh grade ‘ indu im pariabili' : 


in forma dda) Pi: | 
(ontetiee ; Zi XA) 


J punti imoroori e le celle improprie 


Cerehtamo di' famitiarizzare meglio con la vetta 
che abbiamo considerata chiusa come su anetto 
di'eur un pento È Imbroprio. 
Se Roe la vela impropua: 
[@riba +€+44)4 ++ #)= (?) 
4‘ cui ecefflierenti Sono numeri complessi , possiamo 


Serivere : (ex+cgem)i Ubxedgeo)= o 


ma A coeffresenti ol; ria Mumero VARI a0m0 
reali percio” U sitema | (A3+044m=0 dard le condinà 
bx +ds+em=0 = 


le del punto reale Aella gita, Amproprb,. 


Cond 


Quindi per ogni. punto ceale passa su fascio du 
rette Improprie alle quale pass ono attbure car 
tenstiche impossibili DA campo real. 

dn esempio clanieo è quello di due velle cancudi 
der l'origine , che Siano contemporaneamente panelle 
4 C perpendicolari. 

dl Lise dl due rette per | sca £ 

Comdizione I, cr ra MEM 


Cmelieione di pervendicotorite ms sd 
n 


QDE è ma > -1 A cal amehe > 
ma -1] [ Mz tt 

perciò le rette: 

| f+ix=0 Ò q-ix3o 
osotvono 4£ problema , € eco n° vevifica det 
tutti 4 punti dello abario, barta consrelman 4. 
Loro parallele 
| se ner] FREGA 
Sono due relle {Immaginare coniugate e nel 
garcio parculi per ‘PÒ punto endienio siae fee; Semo 
delle elle isoteope poncnb per Pr 
Due rette che siamo ad uu tempe, arallel, 
£ perpenalico Eat fe Loro, 00m dere pei meravi 


glerci froppo, braltandos; di cette improprie, 
che hanno solo qua punto reale. su quel 
punto .si sovcappongono , ma auche © punti teslan 
ti, che sono all'nftiito ove fe distanze mon fanmo 
Aenso, possono ; peurarei sia distanti sà soreafposti. 
Abbiamo AA A relle ad A oli 
ta99/0 rndibomente grande; ve k cello sono teli. 
Le 51 (TEA sul ‘unto improprio ; se fo relle 
semo impropria di alii su un punio reale, . 
Per fonsi un modello mental, consideriamo l due 
relle isolrove, come due meridiani che al 


polo s, incontramo perpendicolarmente, mon 40lo 


a Livello eguatorial famno segmenti paratlel. 


‘ma, imdipendenza della Latitudine N03 segmenti 
der due (meridiani. possono fare su augolo 
qualsiasi Vo o €90. Pero questo esempio mon € k 
to, perché altribuiremmo che ell'infrrito ha quaso il 
paralelismo e la parpendicotanita, che invece ha sesso su 
quell urico pito reale puro di dimensioni, ore mon_€ 
distimqubre se le rette 4 provengono da direrioni clirese 
Pie magi: ze <a) «d mc losgt) = 7- 

pei gii ten 75 Riot: dem 58 } de cu: m= 14380 
e tornano Le ST relte \sotrope. x 


Omo;0grà 


C 14) 
Si dui considerare { omologia, yna omograta 
/ 


ade si vevizica su ran sorragposti. de due pes 
role genamo dal greco oe “homéi ‘RR dn, 
Loos” Al nigica ieoscorso , Gropitm signaca soviblara” 
UA da cina = .. e CASES paste, 
0 eottocazione» Colinegzione del latino “cum: 
Terre! nl Auto: accombagnamento (non mel 
Aeuso aio di elementi cda cui La teoria desi 
rasremi) e Linea MZ Lolbiearione equirala a 
codtagamente oroceltivo bai nec (vette). 
Abbiamo sseso grele ‘non dell signzicato di 
questi der ; perche usati tal volta su mode 
rmpregrio, SO alla applicazione protica | 


ra vero confenpeto PZA 1 ifermozione 


SS, diee omofogia 0 cortispendenza omolcara. 
ga ue diari soradposti ouaudo 1 puale dll’ va 
OA ed a | puti dele'altio +0n0 du Wa eke= 
z2istondenza drunivoza Cala che 4 seu wumte desi 
re sd vela, auAe l'altio deriso cia ‘cla, 
esile saz'ane dell'omotogia. Lutta coAtibità di pia. 


siti. , ed ua Ceo dell'omotosia sente comune 
do dell'omologia ‘ 
7 . . 


Dati cAue pus conesponcenti A lA, moto 4 
cento 5 del'omotegia cd it punto € comune all 
retta AR' ed all'asse dell'omotogia., cl biafgonto UNSC 
mov vana al variare delli colpa AA. 
Saresamente brvabporte come di defeuninar A 
pe gr A, epic ANS allineati «dl È deli: jniianle 
assetato o coraleristica. del! ‘omologia. 

Se quasto Sreafpoto è 14}. £ omologia. pi olee: 
Qmonica © invebuleria.. 

Se « ceto <S È imbebprio, amente L'oue 

£ ua tella reale , £'imelogia è detta.” line 7 
di fa ewe eflrta omolosea , € dî ei reauo lu 
casi: la diveione di$, € culla dell'ame ).4 Lomolo. 
#a. alfine è e delta. Ji poeiate. 

Ida dizione dl Sw € movmale dll an, € dimo Log. 

eine è dela povmo&. 

Ila alterne di SG, & obligua all'on e L'omolg 


dle afime & delta obligua 
se fllage mbopr vo mente «l eeutro € proprio 


al BR € mote. tela. 


Se sd eeutro e l'asse smo Imprepri. si ha usa 
SRO 


E p 14 p Ù 
congruenza , od epuipe lenza, di uguaglauza, DI 


Eclano quatehe emer. E 


PTT ero gini spazio 


E/EMPI 
Di una omolegrà sono dali ; Lane è centeo$, ed 
ma cosSIa ali elementi corrispondenti A ed A', 
fecemariamente allineate con 19° per ue Corispendent) 
Palo mu puuto £ trorare cor sponclente 8' 
quela omologia . 
Uniomo S,A,A' per retislicare 
ehe siano allineati’ e si dele 
mmna punto ice 
Unito A con B, Ai trova du 
Nat pun to P 
Uniti Peon f' è B cn$, per 


enterserome SI determina sl punto 8' è Cu 4. 
VAZZ S c’ 5 45.45 MEZZI =(3)= caralteristica, 
Ù ACSAC LE/48) 
verifichiame che fa caratteristica dell omotegia , coma 


L'invartante asolato è&imarto lo afeno pa la colpia 


8: /BESC)= LES, 3SA5___3 
4 < BaBE 44/98) 


pera corturione er awerte che dale du copre 


di qunti cozispondenti , Py facile, qralicarnenbe 
liane abi E DL ilo pÉ ima tata 
s 94 U 29 
imaSmito l'am che dere pe? ou 
; Di PNE: 

intimi possski melmazioni oliverse. . 


Gfrio tori 


Dei triangoli omologici 


Go n pi si FA . 
Vate de consie al .buni sortisponaenti dl'una 


i, 3 p 
£ Si È , ) NO; SOR: 
stessa omolegia, eroe AR, DB,CC dl'imeale 


con S, d possibile trovare /'lome 4 del omologa 
; 


unemao EZZzA omologhi: AB ed A8' ese si inconteano 
Dr, N; Ac ei Ac! ohesr meonframno uu Mi; BC 0/80! 
che st inconttamo tn £L. L,M,MN olebbono visuttare. 
allineati è definiscono A. (Teorema di Desargues) 
ST due Lecangot 48€ 25) AlBe!, dono detti: 
tgugoti omologhi (Men seno Sini da genere ! 
SI possono utilizzare + Puaugoti omelegici ber 


congiumgere ru sumio È co punto comune a 
due rvelle ehe trimane giuow del Loghi ol di 
Aegno. Sono eno cale (e velle x 204, ed 


toi <0 punto A fu oli esse; se trenoiamo due cop 
pie arbilrane al dunti corrispondenti; ver estro 
BeB'iut e) lel'Aud , potremo trovare dl sun 
t comune L ai bali BC Ri, ; pviche' sono definite 
de omotogre che possono correlare clue coppie orbite, 
te, pe È possiamo tracce ua ella quabtinse, 
re < bali AC ai PB molividuerouuo © tu 
ti Med N che Iuiti con C' ed B', dorarco per infr: 
verione il punto A *. da retta AR' ssotre «e pros 


blema. 


Questo, oroblema € risolto i modo motto più 
sti. se da A traceramo fe parallele ad è 
e I ehe inconbeeranno 4 #0 © nel vunti Pe@Q, 
di punto meoho a PA unito cm A dé la vetta 
Lichiesta. 


Quadrangol e Quodrilateri completi 


Dati quattro punti A,8B,C1d der quali nessun 


terna sià olimeata, dicesi quadraugolo completo 


/'‘imeieme olelle Au vele che a clue a due N congi 


gono. Dicesi Invece Quadrilatero completo la {ig 


berpiama che duolmente È costiluta da quattro tette 


&,h,6, d, ali cui nea ferua, basi per Lo ofeno puato, 
e dai 0 vert comumi alle vele fre due a duc. 
CA Éee vele ; È, mn, congramgenti’ x rerbrer CA 


posti cel RELA completo (ll oliagonati ) 


Corbticiacono A4€ Terlatero latero diagonole. 


Due lati 4 dieono Sppesti 4 mn Dosso perdo 
ateno vertice Bali per verdici « punti 9862, 
percio” Ao dati copesti AB è <D} BE + 96; Ki e BD pub 
Comune a dun Leti csposti È clefto punto diagmale 
e sono solo Îre. 


som punti chiagonati L,MN 


Sulla retta che iure clue punt, oliagonali, 
Vi dono alli due punti delermimati dalla imfer. 
terione oi datr bili dai terno gunto olagonale, 
Sono due coppie che S1 setarano armonicamente . 
duatmenti, mel quad Catero completo, due rette 
alagmali iterseca ro la terza vella eliagonale 
veparcuolo camenizament. La coppa oli verbiei ob= 
posto. 


n 


Quirte proprieta consentono La e 


oli au ruboo EMODIEO . 

eSe [ABED) € ru gruppo ovmonieo  (ieordizmo che 

di ha su grubpo armonico auamdo sono uguali’ iu valou, 
onoluto, nudo di Meapro epposto ; i capporhi Queblici (48€) dl 

(482) od auche È bicaiporto Gs). cioÈ VIVSE È colta. ache 
quota ercnaiica) e poniamo ABD du suna vlt dig 
gonale tu & o al 1 gomme contri Lutimiti 9 quel 
lato comeliti qui eno. Inversamente dati ABC 


e possi: IAA sapeg do che AB € CD homo le coppie. 


La. costeuzione oe quarto armonico D, dall 
3 punti: AB, presenta vari elementi nzbditrari, 
ehe Salame 2a muachilazeri diversi, ma <e punto 
2 rimame lodo pere ogni ferma {ABE) sasenoo 
che 48 sono vertiej mente e vele der € +9 dono 
glasonali. E tasvorto semolice di Ére punt; allineati 
d80 =. Ab/BC È negativo Je C € Infermedio ad AB, verzio' 
ad coni C inteno alto scopra AB, corisponde uno, ed 
uu solo ausrto armonico D, esteruo alla coppia. (Vice. 
versa de C È erbermo,D È infone). 

Se C € più viemo a B che aSA, Dè stero dalla par 
be di 8, Via, via, che C 4 arvicina a 8 cuehe Ds asiei= 
na a 8 dino a diventare comerdeuti vu B. "Se "C | allonta 
paudosi ola 3, va verso i pumto medio di AB; D si alta 
lana da 3, auclaudo verso U punto fmpronito che taggiun 
ge quamdo C € mel punto medio. Se C continua il quo 
arvieimamento ag fl superando il sunto Mede, Ul peulo D 
Satta Srureomente del pesto 0 delle darli ar B al puato 
0 stalla parle dif è cominua ad anicimarsi ad A. (Ne 
“Saspiamo che 4 puuto 0 della port di 8 € o stesso purtio 
fmproprio del puuto ca dalla parle odi A} I moto di € 
eo dl moto d' DD, haruo versi agpesti.. 


la. cortrusine grafica « bamole | parso de pusito qualvan 
>, Ù E 


foi della retta 489 20 amo come vertice” V'comune 
ad Ae, d comgiumae V con €. Fiero Au VCO su accorso 
verdice "N" comume ad 4 «8, 41 Congriuuge U" com A e B de 
terminando | Portici Pe . dla vette PR iuconta iu 
D <a lla (ABS). 

Vi sono volle ade cotueoni del quento cvmo 
nico. fer esembio ; liull'ane di f,8 di secdga UM eouho 
di sue kehio gemaute per A epnb, siano M 
ed gi wvheemi gel cliametto Aull'ane, ds da uu 
oli due estremi si fraceia sua coda danauli per 
al pre essccpio Vs, sito H cons e peolwugalo SI frova 
il Suuto D. 

In figura abbiamo fatto a puntini du cerchio di 
diverso cento sull'ane, 
per allmostrare ehe 
torna sempre do sesto 
quarto ammonito D. 
SL noti anehe, some 
scambiando Acn 


3 e DeonC. Al 


ar z L 
ou/ltne 0 stesso 


f + * da » f È Fe 
srrasserto, cene, ctallanaos: ci gruoso amento 
vi ; EROE SIE 


da Quoto coso il biradiporto saie:(-1) . 


Ls ercizio 


Dati tre puote allineate : A,B,C, eorteure il 
guarto punto d, 10 modo che if breapporto (4802) 
abbia 4n assegnato rolore £. (802) = k 
Sgppiomo ehe: 

‘ABCD Bo. AC /BC - Ex). 4 
( dhe AD/ BD DI 


Ci ovraliamo del teorema: 


3 brcapporto CA qualtro elementi di’ und forma 
di’ prima specie ) e Un mvariante proiettivo. 


Cioî non cambia se ai quattro elementi se me sostts 
fcono abtri quatto appartenenti ad sua Atessa farro. 
di prima speed cd ottenuti mediante un numero frnito 
dif Locetioni € sioni. 

Si chiamano Lone di prima spec eci. | Le punteggiate 
Coe e vette iquardote come Limsiene der punti di ewi 
sono composte), de fascio di vele se Lasieme piogo gelk 
belle aventi un punto in comune ) IL fase di gioni 7 


ee /fnsieme del piani aventi uma elta (Gesso) in comune. 


Per il nostro problema notiamo che <l rafporlo 
Ac/8e = (486) È dato, mentee not dobbiamo trova. 


re uu punto D fale che (ABC2D)= A . 


Se not, cla ru parto S proceltràmo < quatto 
pertr 4,8,CD, su u'atta tella, (sele due cofpie 
s1 consjolerano: AB gina e CD mobi ) paroli perc 8 
artemo quatto perti coverspondenti su gue 
nuora, velta | ABC, D) (ove: BB) 4 cuù bivafiporto 
È invariante CUL : ser: (A8'c2)= h. 

Non sono invece invorionti £ rapporti semplici: 
per emuhio, SC sullo nuora rvella faciomo « 
referto: @8À=1 astio: BI= I, ci 
82.= AD-L. 

Per ava ABC'=1, basta: A Che =4 
S/ccome abbiamo preso B3B' ocomera che Ala c' 
rada all'ow cioe aa «L pento improprio della 
nuora vetta. Poriamo: C'= Cw ) que La nueva 
retta passonte pe B=5', dond eu parallla 
al reggo proveltamte TE , ed iucontrera 
du A AL Page perdete S1 
Sul segmento Ap Bre: un punto 2' 
fol che 82 = k AB arena: (8 CD) kh, * 
raggio SD! dari « raggio proiettate SD ele 
mieranlmente obbromo cupposto di tracersre , ma 
mor era stato possibta fencciore, etteudo D 
€ LnECINEa. da Érovare. 


Non € questo, l'unico modo di risolvere € pie 
blema , può essere veraficalo usando altri metodi. 
Noi vogliamo verificare numeveamente « pro. 
blema, percio” faremo D77) disegno in scola. 
Gli elementi noti siamo : AB=38 ; AC #51; k:32 
I punto 15 4a casuale. 


Ig 


disegnati sulle retta % 4 tre punti mote, da un parto s 
(arbitrario i proiebfiamo tracciando le vette SA, 58 156, 
(raggi proie tasti) Quindi assunto B'EB e c'e co da 
{nodo che il rapporto; AB/We sila und, per B tracuomo 
la parateete, ad SC passante per BI8' che incontrerà iu 
A' dl raggio SA. Sappiamo che: (ABeD)=(48C'D)) = al 
ma: c/c =A pereco: (ABED)= B9fyg = 

per 4=-2, 50 = g Ab eRs € infermedio ad AB 
per he sr baita prendere Bp= AE e Yyg utmo ad AB. 


Con questo metodo, abbiamo vidotto il valse di 
7) bivapporto al aloe del tagporto demplice dei tre 
punt allineati: (6'8D). (8 precede A perché: 42-14). 
Se calcoliamo numericamente di ha: AD, ya L83344 060L 
àÈ, PASTE , che Vetdficamo la cortruzume grafica 

Consideriamo ora £ quolizo umti 
(A 5 cds +8 è vevifiebiamo che scambiando 
entrambe copie DA brtapperto mon cambia: 
(a6c2)= AC/8e _ 34/48. 342 

AD/8ED #:55/9,35 


(6ADC)= Az. > LIS/NSS 242, 


Be me © 18/51 


7 LA/IA_ > =Sf/-655 - 42 
(cDA8) = cia 


- 28/€8 29:35f1,9 
fesa): DA/cA © 1865/54 s+% 


Consideriamo;(+8=K) e calcotiamo + de brespporli 
diversi. (‘in ciascumo dei quali, scombiaudo & due 
coppie di diltere i vale non compia, come sopra.) 
(4802)=+2 = K 

(980c)= APsor_. sssloss ld = + 


AC/BC $4/43 d 
[AC DB) - _AD/CI 2 AUss[(1as5- ; Pi 
( i AB/CB 3/( era vu 1° (A >) 


ficm= se - stat -- 

0009) » Air — VE 2° - 
0009 = Gela - dii È - 
Sc note, che. greande 


Aurea be coppie cli valivi : Rik ;(4-K). 


Proietti fia fe £rme di prima specie 


Nomenclalira € fordomenti della geometeca 
pro:effiva, 


Sono clementi primazi efomndamentali della 
geometria proieffiva : 4 Quenti de celle, <pion ; 


1opri_ od fmpropri. |) 
Dagli elementi fondamentali discendono Lr 
Figure delte Arme Lendomentoli 
xe forme fondamentali si ciatinguono in 
dre specie direvse. 
D) Cla, mentali: di prima specie 


Sono: 9) La punteggiata e la betta che fe gl af: 
pit suoi penti comprende il pumto improprio, Ax 


È impropria comprende un punto groprio. Enea puo 
essere generata dalle traettoria di un punto che sr 
muore dd moto reltilimeo eguweso e che vilorma. 
dul suo percorso dopo ava cttrepasato € giunto prepro 
D) i/ punto rmpregrio: 

Per cottegate la punteggiata ad una proretività 
considerano ima relta reale ed tue punto her 
er di essa che indiehetemo con S; pe & facciamo 
seconda velta {a raggio protettivo) 


Riguardiomo lo retta pe 15° come due semirette, 
col due vaggi protettivi, uscenti ala S, di cui uno inem 
tra La relta veale «n un spun bo ( proprio © improprid 
mentre l'aétio n «mn pento (improprio). 

Se / due raggi uscenti’ da < (raso opposto, 
e quindi allineati ) ruotamo nel pramo definito 
da,s'e callo vetta reale, mentre uno di essi ‘n 
contrera, lulli c punti della velta teale [punteggiota 
Compreso <« duo pumto improprio, L'alho raggio 
Gppos to) rasociera La qua clirerione ad un 
punto Improptio, pro a comerdere, nel punt 
mproprio della retta teale, con /a ditercome cp* 
pasta olell''altro raggio; de la vuotazione continua 
per Lo dleuo reso, + due agg <, scambiano fia 
bro € sara il seondo a Aegnòre Ja pumteggiafa, 


mentre il primo associa h qua dicevine ad 
sur punto improprio. Ma La vetta ceale ed < 
Lago; ruotauti in torno ad 5 Aomo comploneri e 
La vetta reale fa cu solo punto Improprio, corn 
cidente con /a sua ditezione, ogni atlev punto 
teo/le della punteggiata € associato ad ua 
Ae complanare Con ru centro prorebti 


lo, 5" Bata l'inporlinza del comestio Dicwioni' cit è. note) 


Altre forme ol prima Specie somo: 


4) SA fancro di relle (complonari) 
CJS/ fearero di prani (Brent um asse comune ) 


9) Forme fondamentali: di secondo specie. 
a) Piano punfeggrate 


4) Piano PPEE. to (Lugo del fascio al,'‘vette con punto 
proprio © improgrio) 
c)]La stella di vette 


VESI akella di pieni 


Considerando /a stella ohi'rette come vagg: proceltinfi 
asceti da S, che per unverso, incontrino < pramo perte 
giato e per dl reso opposto assocyno uma oitercone , po: 
lremmo ripelere guanto gia detto pale me di''prima 
specie, completaudo l'insieme delle oAivervoni. 


3) Forme {ondonertoli di ferzà specie 


a) Lo sparo punteggiato 
DEE Adpazo ol pian. 


Date uua figuro appartenente ad ma ferma 
di prima o Aeeonda peo U fa 1a groiettinita 
(e booformazione prorettiva) quamde DI Opel uu 


numero frito di grovevioni e seroni ( omograghie 


© collineazioni pet le forme di prima aper, tei 
procita' o correlazioni pe le ferme ali’ seconde speci) 
fauno caroliee protettivo qual ppepreta” ede sno 

Invariant. 

de proprieta grofiche tro Cosio fprorethro. 
inversamente. ogny' proprieta! proîe tira, peo PIOTI 
ey Aaa su ferma VA ca. 

Ja geomelia, pperettita. vale il pramespio di duolty | Staudt. 

Alcuni autori per simboleggiare uno relazione cd 
prorettrata Vai olee feeme Mel Aoirono 

UuAL 
Se di punti (AiBE, JR (A18/07.- 4) 

Nei nen riteniamo pratico 4 4imbolo A perche’ grid 
cato com VAÙ che s legge «V'relon UL è tappre = 
senta dl prodetto refovale di Prw ll. La Soprali 
realura al sinteto di predette veffrzioQ, peo PIZZI 
altri sigpbieòti dhe esulano dalla cretesi. 
tha eduna sole provettiiti è deferminota da due terne 
di elemento eortispondenti orkiteari. diprima spesie 


L ‘origine della geometria protebtia È da ricncari 
nella ‘prospettiva! , @ Sono ancora 1 maestri torconi: 
Per della Framcesca % Filippo Brunelleschi, Leonardo 
da let, + fondatori di questa deseglinà,, Nel 1686, 

6 desarques , ne pubbico'< metodi , seguito da Poreal 
(1640);e 6 Menge (ru-ren) dete +t nome olle proreninni olo 
gonadi. JN. Poncelet, mel suo; Traile des propri pejechie 
des fieres”— paris 1022 gela. le fondamenta della geome 
tua moderna. da sua spera € confinuata da Mobius, 
da JSteiner, do 1 Chasls, da K.6.Ch.v Staudt. 

da prospettiwviti è un caso particolare della 
proiettivitoi ; cu erme cd prima specie dello steso 
mome SI dicono prospettive quande per possare da 
su elemento al quo corrispondente occortono clue 
operazioni di prorevone e di sezione. 


Se due punteggrate complenari Sono prospera, 


L vette che uniscono 4 punti sorrispondenti pauono 
tutte per uno stesso punto eletto Cento dif rospefliva. 
Se olue plver complanare dh velle (raggi) sono 
proreltivi, + raggi corispondenti 1 ineonfrauo 
Ja uuk vele clita ane di prospelliva . 
QDieonsi punti time di due punteggrole proretivà 
| che founo fer eorzispondenti $ Vpropri. 


LIERCIZI 


Vale due perreggiale distinte U sd u' cotrute la 
procettirita determinato dalla cowspondenza dec pay 
ti 4,86, di té cm A 80) di'u". Delermimere « 

punti limite. 


Assunti A ed A'° come cente di’ protezione & ds’) 
da A 41 proiettano Bel”, da A' ar proiettamo Bel 
punto comune ai vaggi AB el RB, ed « punto 
comume ai raggi Al eg P determinano l'am "4 
dello asse di coflpeazione 


Se da A sr tracesa una parallela ad u < pito 


dull'ane di coltineazione unito con A' determina su 
4 pumto trmite T analogamente da A' La parallela 
ade determina punto Simile T'au u. E 


come sr vede, uma voeta noto l'oste di eMneazio 
ne Se preso su punto e crbilorio, 4 puo vi: 
cavare dl covispondente x' e neeversa. 

J punti M ed L’,che 41 sorappongono mel punto 
comume alta U edu’, trovano L coruspordente 
Med l Autl'ane 4 

Si moti che la retta TI' è parallla alla 4 
S/ noti che “4" è imiariavte 1 come centri di 

roserone di prende Lee) oppure 8 eB. 

Cousidercamo due fre di raggi : 

uscenti da © è da 0° e siamo moti te 
ta 99, covuspondenti : 2,0; 6,5; ejej deter 
IMmimare La provetivta 

£' lanalego della. precedente costruvione : unendo i punti 
comuni ad Al'dab; ac'dae; be'e be; si tcava i/ Centro 


1 No 
S della proiettile! o centro di collineazione (Edu famo 
caispondenti sorsabpeati ' pete 


umito raggio Do'= lam) 


Cahuize ua prosettività che abbia +0 centro So 
all'infinito Seno dali 0,0°, 40 b; cc'j basta to 


vare dl taggo 5. A tal fine > ragge del ed 10G: 
gi a'ec determinano due punti che damno la di 
rezione di Ss dal punto comune a Vel di fraceia la 
pasalle?a reso Sc che du €" delemina «£ punto pe es 
passo be, urtemmo potuto fare la comme con h è a'; 
veripichiarmo ce parete limo verso Sa. 

Se de cento Q e all'indinito «ld 0'È cu cano 


fhito, cotuure /a drorettrita” 
} Piper 


fa costruzione € analoga alle precedesti e non us 
chieele velterorinehiazimente . DI 


3 , 
cincora /a stesso cosfrurione se Ra èS Qi sono &Min 
‘ CCI 


Finito. de vette dd m' sono dette vette bimite 
pa quamito cotwspondenti alle vette srpropree i 4a, 
4 Mao. 


Data La penteggiata W ed 40 fascio comple 


nare o' trovare fa prorettinita 


Si froccca uma vetta u' arbitraria che determinerd cat 
fareco pi parti RA ) percio” enudo noti A,B€, 
della punkeggiata , /a cortruzine € ereondletta al pino 
esercitio, Oppure si sceglie sn pumto o arbitrario da 


uu si protell'ano è punti A,8,C ,ctruendo co 
Al d Serio: a,k,e, che cot fercio per O':a ke, 
determinano <L centro di eottinearione S. 

È importante revificare che pro su puedo abita 
uo X dulla punteggiata ai eso eoritbonde by, baggio 
e’ da 0’, e nerasa, e che Jono invazionie, gua 
dingue sia La vetta, arbitraria u' appare qualunpa 
dia a centro arbitrario 0. Sc puo Verificare auche 
che dato X pa trovar. ce’ D Micevena , dio che Ci si 


aWalza dell'ae di collimeazione "5 gia che ei dl cy. 
Vatga del centro cd collimeozione E; sl risultato non 


cambia, 
JI Punti IMPrORrI 


ol geometria prorettiva estende fo spazio ai cond 


detti punti impropri” ; dbbramo gra’ associato ni 


concetto dalicezione” au punti impropri, ma rele 
L. f bui 
niamo che l'argomento metity qualche asservazione 
È La dè « a 
ndiu. Dalla definizione eleatica del punto 1 he 
Li —__— 


non ha parti” 
za materiale" dei punte » campo finito, suppone 


3 alla accellazione della: “non esisten 


che, amche pe lo sparo cosiddelo reale © propri, 
per «L pento, pessapo esservi proprieta” nuore 
Lulte da sSeoprite . 


I punto proprio Pra sffeca i tutte /e dire> 
zienr possibili » rnversomente A punti propri, posseno 
gonsiderorsi / Intersezioni” pri da fara “ 
rezioni " costleite dar fase di rette pazollek , 0 meglio 
dai ponti impregri che /e 2aApresentano. 

all pento proprio, come centro di (ae ) può 868 
te viguardlato dia come Sorgente on , 4a come 

Succo della ivadiazioni’. 
Pr genere degli snfiniti raggi che hamno un punto 
Comune, Se ne toe atterizza” dolo una parte e) per eb: 
da Runteggiata caraltevzza due raggi opposti, comuni 
a tutti | punti che fa costituiscono. (Spozio monedimenzio: 
rale e). -pram nteggiato” caraiferizo / insieme 
deri rag; qpposti complameri, comuni a Tulle le punte: 
giote compionari, . (Spauò Sslimenzionale ) 


Lo Spazio geometrico punteggiato corallerisra L insieme 
dei La99I comuni a See le punteggiale pessibili, 74 
cioì l'insieme de, dadi direzionali” ERICA 
tr dai punti impropri. (Spazio tridimensionale) 

Se alle tre dimensioni geometriche aggiungiamo 


Un suecedersi" e Un tempo , con'ci@. abditmo: 


i Spazio cimnematizo punte ggiato che istante per 
stante, è lo apazio geometrico, ma, caratterizza “nf 


che, nel tempo, equivale od un prima ed un dopo /istan 
te, ma graficamente, dl Alina” è uu punto olopo 
/oltro 78 cio” implica Èn verso. Questo fue su un 
grafico, nor lo focciamo leggendo onà lettera dopo 
lattta , pa / esperienza A permettera” di teggere 
nà intera porola dopo l'altra. Notare come, nel leg, 
gere ; parole nuove , piuttosto lunghe , ehe enfrano infre 
nel campo L'isiivo, ma sono per noi inusitele, tendramo 
a spersarle m due o tre porti, ehe se le pronuncia» 
mo correttamente. 

da punteggiata. nasce dol meto rettilineo di' un 
punto che ha Lasejato memoria del suo commino, 
CIdÈ ad ogni punto di agri retta si puo associate un 
tempo com origine arbitraria e moolalita d' moto che, 


paxtendb dal moto uniforme a velocita corante , puo diven 


tare comunque Varo ; quindi ll lempo di craseun punto . 

ed il suo /egome dlternale cor punti adiacenti, dono 

segflicienti a qualificare quolingue moto . (Anche curvilineo). 
I Di Cure "continuo del tempo da' i) vero concetto di 


continuita . Come per ’ punti impropri che uniscono 
gl estremi indefioiti di una retta ; cow 4 tempo infinito 
del passato ed 4 tempo infinito del guturo 1 uniscono nel 
te c ; 


Pe, 


Mentre un punto, n compo finito, s1 affaccia a dle 
le Lo inte dlverioni spozioli ) e scelta na di esse, si 
puo taggrungere 4 punto improprio jebe / definisce VEZI 
muovendosi nel verso pasitivo, sla. movemdosi su verso 
opporto (negativo); cooÈ de la velta per d punte? 
si oviemta con su verso (arbitrare), e consideriamo 
xero il punto P, oeigine di due devuccelle , mobizno e, 
pad fuice da P & due serieta hanno degno ope 
posto jall'eshemo infinito di cs we stessa punto 
fmproprio si Quindi il salto di segno Sr puo avea sà sul 
Zoro (vip), din all'infinito. “i 

I tempo , considerando l'istante, ha r0to una di 
vezcone . che. di seinde iu due do quell stante, cioè 
(222 passato, eÒ dl feto, che si viumiacone nell'iston 
be eppoi Pero” ) pe aL Cempo, il verso del luxe 
mm è arbitrario, ma unico, € vai dal postato al fa 
tuo. A cio'si abbina il concetto di seguenza , ft, 
seil più impostante i anòlisi, connesso com Linphea = 


. " ” " 
zione vista come:ton-seguenzo —» cm: 


seguenza!. «I frima” € l'accettazione oli una pre 
messa ; £l dopo è /a deduzione logieà. 


La premessa puo essere /potetica «'4e.. allo" 
ha 286 _è 


Mel linguaggio cei computo : "if. + Her. 
Vecore distinguere quel: “de” (ed "S) be puo e 
sere ma constatazione oh' eu rimttoto | ma può 
auche ene mua condizione spofetica della possibi: 
Ata ) 0 dele IimpossibiGta. I Russel pos La Segui 
tabella: 39° legge: e Pall 9"; pe 7. prrono es 
te veri (4) è pesi (0) <È guche l'implrcarione pes 
use vena 0 falsa: 


antecedenti | conseguente | sniplicazione 


Rmandiamo d/ cap,fo/o È: la torizò fi questo A 
gomento e forniamo dl, mosto punto. 

Je pensiomo ad un Laglio” pr qualsiasi corpo, per 
siamo ad un piand' (privo di spessore), che ha oberalo il 
Laglio. Ma, dl piano ha und precisa giacitura” orti 
tata , ciee /e due face del piamo (peo chi apessorà 
hanno Gegmo 0, oto”. (095) 

lha punteggiata! a puo considerarsi uma retta 
pella quale si sra operata uma sequenza di tagli 


due tagli Successivi, (affiancati) olelimitano un punto, 
(privo anch'esso c'spessore ), cioe nfiniti tagli ed +h 274 
di punt fermano una successione di segni olberni +-, 
prive di bunghezza. Se avesse una lngheza, gotremeno 
rappresentarla: i + | +e Jedi de ded 
Brehe 1 porti apporono ‘potarizati” dal (- +). 
Abbiamo delto che il fPuice impito un tempo il più picco 
lo intervallo di tempo (11 differenziole Ae] permette di 
definire il più piccolo inteevolte. di sposo (il fe: 
renziale di 4) ove difde è lo velocita atontanea che 
coralleriezo il fenomeno. (Nd ds visono cnfiniti +- 3} 
Abbiamo insistito anche troppo su questi ospell'e 
che possono portare la matemotica e la geometria 
all'origrne dell'energia + moteria, mà la matera 
e l'energia sono ‘qualificote’; per la moter;a cu 
portera” alla cristalografià , per l'energia ala 
ricerca di una ferma energetica 1 dele mste 
sia; una bre- energia, che potrebbe (denbfiearsi 6 
dm soffio crestivo. 


Osserugzioni sulle quadriche 
9 


4 eguarion e 


Qu + UE" Ante 204X +2emXZ IM 122uX + 2g 10,2:0,50| 


puo essere riquardota sotto molti aspetti. Volendo, 

per esempio, la rappresentazione della superfice mesta 
vo Di, 

le iscipse, basta consicerore parometro la Z'va. 

pie, P | 

riabile per valori discontinui con intervallo costante; 


questo modo porterebbe Alla espressione : 


Que Qnf* +200x +2 fantrtafa + fante du] e fatta eau] 0 


che rappresen ta "ln conica” intersezione fro lo superficie 
ed il piano a quota Z porsllelo ad xY. 

Nel secondo volume abbiano trattato 1coeffizient, delle 
equazioni clelle coniche, ed abbiamo rilevato diverse portico: 
loritai, per esempio dffinche una conica sia al centro de- 
vono essere nulli ‘ coeffi erenti della X e dela y e Aisexso cla 
zero il terme noto, solvo il caso della parabola ove cleye 
essere nullo il termine noto, uno solo dei due coeficiante, pa 
esempio quello n Y ed'intal caso sor8 nullo Jc 4 di K3, 
o viceversa. Nell'equazione delle quadmehe, se consideriamo 
che l'eventuale intersezione parabolica abbia per 938€. dl pa 


ramelra. Scelte.(4 Gy suenosshe , condizione necessaria, Ma 


non sufficiente è che : fanz+ &y}z0 BERTO" =0} èfffinehe 
là condizione sja sufficiente e /a conica timanga al 
centro ‘nolpendente da z è chesiamo rulli :ag-ay-azazeo. 
Poche Yl'assi, per la relatwita dell'oservatore, sono icam= 
biabile, potremo assumere come perometro lax, oppure 
la J anziche’ fa £ . 

Altra condizione è che se il coefficiente di xy € milo, 
(39n=0) la conico non è ad assi ruotati, ed è «uu 
coefficiente srndipendente dal parametto (2). 


Consideriamo ora ;l determinante delle coniche para 


mebriche mi :| du oo  [2at+0n] 
Ma da (Baz+ Qu] 
+] [eat Qu] (aga+ Oy] 
& ast ciscono le fe) f; su luppondo per l'ultima riga: 
A = CM Ax = CINE di, Al ave: 
af = [ay2+0u] ; Gs [2% + 0] E af = ente +2 | 
an faz +0] au e 
; Azz 


da 2% 


= A 


on (ez+ a] 


1 


; AL> 
2a anz+ dn] 


y 


an fat+d 


Si noti che Az È inobipendente da E ed è identico for: 
malmente a quello trovato pa le coniche, ove As decidera 
se lo conica ea un'ellise , una parabola, cd an'iperbole as 


conda che Ag 30. 


«Sulla base di questi oleterminanti consideria» 
mo k quadre 919 studiale; 
Jfacd dl centzo : rie gaz e RÈ 
Gna 0g54 : ag30 | Gg50 | d3>2 } Au 2; Ag0; Ad; 
@u= RI} 0530; Q,=0; 3] 
A,,= 0; Aa30; Ag=4 30 3 e0li 
Az: 3 = A =(Z>-fRè) ) pa E>RI AD felice imma 
grario) 
5) Sfera con centre sa CAx, vii) 
N49 X-244 +fii+tiazie azz RÈ)=0 
ay = Ca, 3A 5 4 (4ek vibivile Lig. pr) 
Gg 3 Ag 3 Rag O) But he j Oy Ye 7 Rito} Aus RX 
Gi zek ASI n (az ) 
Ana xe i Ann3% (ndlpenderti da 2) ; An=i 
XX li ezz a] A / (2-20)=Ri] 
ove, per |Z-4/PR di ha 470 (el'isse immagihario) 
Si noti che x ed 4. dono indipendenti’ cla. x pr 
eni serivendo: G-x) (4-4) > REL sha la 
famig la celle circonferenze che cessa guarclo 
le -2.)/ DR} asl dl cerchio massimo si ha per 5%. 
mol AuC promo xY restiamo proiettate ua 


À 


LD 
nie ol: cirevnferenze eemeentriche , sua 


peri rale Hz mes Limiti del cosspo veala. 


Porche scrzonendo un cilindro ed uncono, 
fuatungue sta la too Azione rela ) cen 
piani paralleli, oleniomo Sempre Sa stes 
sè curva A intersezione ad assi solo trastoti; 
de piani Sono di gracitimaà, eroe paralleli 
d/ picmo xy) Aa £ potra figurare soto nec 
co, fiorenti che indicano trastazone oli asti 
da trollasi Ai un erCiodro; fgurera” anche nei 
parametri della conce f(xy=0 se trallasi 
di «n Cono, 0 inferenze La natura deli, 
conca cv L minore Az, <la n Ada inoli= 
Jaerdazte do 7. Se / pravi A seuone seno pa 
ralleli' all'asta del crlimoho fa deine cal di 
des vela, (A Gil concede) ba ru campo beni 
Lalo o0ha i di fauno cure immaginate. 
Nel cono iuvece <A grano che ne serena <«l 
vede quo aver imeblanzzone tale Da ded: 
pau d'alo vedicee, offers dus generdtre, ole 
cono. 

Questa osservazione cr consente di ESprimessi 
pe sdentificore , Coni €Ì 4° e/biacei, pu <A. 

Mox® + 1534 + 952%-25x1 - Rxg Ig - GE = © 

peo essere nerilta 


160%"4 4534" a(]x4 -a(sez)x - e fez)y 676 "0 
ques ta. conica parametrica nz È du ellisse puché 
An = ia = 24336 )D < ruotato perche anto 


dente da £ per cui la custar 


1% 153 
ma, IDA im olipen 


Zione cimame /è stessa : f* Farh(L81-). 
da £ infheenea solo £ coefficienti 20%, 2%, 
cive la. braslatione degl assi, per 430 4 ha 
su ellisse al cente, ad assi ruotati la cui 

jone € del tipo: 
farselo 4 Las x e (&cosipel'iip)y*, li at) sca faf)xy = a 8° 
Dal E Vel. abbiamo: 
(204 2x)= K (26) = 1604/53 = 313 
(eran) Ka lcason =} 

{044 Vera 6) s -y484 SH = 725 

h° = - 2033 4359 4 


FOPNEZIONE: naif — 384125 \ HE 
1464 


h=2; ded; 008 principali. dell'ellim iui = 
79: PERE 


pendenti da Z 
Sappiamo che le coorolinale del centi dell'ellise 


407p: 
= Aa 


x. = Au 
G Ass DI 


Belunealia 


Andn -dgan _ pis (49153 (c06d)e 


= = s£ 
cda (An Ban - Qi) T 2433E 26336 4 
33 
E Gta - Bota — fiala) {+20  Gegle e 
Ara, = {Run = Mi) 34336 URBE 3 
UNE) 


Xe =£ ji Ye= £ 

PRESIO, K=3j 34 | VEE 5; fe 
cos d =) CIR = | 6r= fe saran È 
coseni olirettori della retta RT per Cf 

e pose; al variare dh Terlano imaniti chi 
assi dell''ellisse è /amgole Ai rotazione con 
gl assi cartesiani, ein'vud che ehe < 406lo 
e iu cilindho che imerseca de pro x 4 Aaecondo 
ru elim di ani: ded; h=2, rucetati dig. SIR 
«d crete lame pancuete per centio obi : 


sk «aa 


Poiche fa protezione dell'essse del cilindro giace cal 
diametwo A=g:4 dell ellisse, ci0È ch £= si 'of ue 
G arch 24)» 90); e poiche: cosr=& anto per La rione 
vetta : k= 69; A,= ese 1a Vi dei =b; cio le hezione 
tetta, Lel id € un cerchio di raggio 258. 


3) Cono generico 


Z° equazione. 
W49i 0,9) 9 -2fas]rg +farass- wap) fears, poor gjy. 
L06943" -2(1e6ssateetfa-2,a5p2 36]=0 = 


Seritta nella forma di una conica parametrica in, 


0,44 0,64% 
Ag = + 0,1964- 0,1}63=-0,04 <0 (#860,.005) 


Ou 409/04 osi tuotati (ruotazione indipendente da X ) 
Bufo; tgp al ani trastati: (fuurione oliz) 


- 945 (G.521895-0,232319)z) 


Ay = =-4,049,5/6 (rosso 


+08 (4336540121 -(9,24108855R) 


os ((4501895-(332879)2 ) 
As = nd SSA 
70,4% li VSS4I1-(02)1038)2) 


| contro asti 


xe = da = (36,23%90 — 4,6415802) 
CA $- = ((31,10088338 — Gj42R66EZ) (Linnana da x ) 


Sei % 2 semplificendo ni ha: 


5) 7XK+ guar. del pramo che contiene 


lr vella loogo dec punti e 


Il determinante: 

A = Bora, - Qr A + dg An « O 
calcotato n fenzione di X. ci dara « valori i 
Z per (quali la conica € degenere, che, mel caso 
perbolieo degenera ru bue vette ceali e olilinfe 


oh = (1521395- 0134319 2f-4,04951 60 + 0,4959032 2) 
-axf, = (18155411- 23} 1033343)(- 41264435335 +0, 218857) 
azz? (342540536 -2,9360553222 + 0,65 \- 0,04) 


Oni --0,0482%% + 0,526810630% — 14,59%2S315% 
-0,0588%* + OE3SFIISEZ — AXNNKISYIE 


Agfa + 
agfz = - 0,026 2° + 0,4114H4%U8Z +0,/090 23938 
AF — 0,1084* + 4284 - 3,2 | 


A =0 = 4° -9/5)£ +25 =0 
ln cuTZ23] 
pe Z=5 |} 353) 434 


Quindi la nostra quadica ll uu Cono col 
vertice V =G, 4,5) 


Per <=, eguazione Aienta: 
Quant + 0,31 gra I(043)X4 + & (036) x+3/0,02)4 141630 
vorifiehiamo ehe: 
Qik - 042 + 9:36 ayhgs - pms2 
2,4% +03 +9,02 -aAn= - 0,09932 7> A=0 
0,36 +0902 = 416 | Rg Ans +0 0464 
per 230 di ha,ccontss): ee 
0,31 g° +2(0.02)4 - 4,46 =0 1 


DS Y<72,00 
brafasciamo » passaggi : 


7 4,7 98995901 


PRATD e T50 di ha: 4 1-910 069 


Abbiamo 4 punti d'un elisse su che code paroleh, 
percio L'unione de punti medi olelle code e’ sul 
diametro coniugato col diametro ad esse pare llelo, 
+ parallelo o/ piano x4. I punto comune a due cià» 
metri conugoli e d centro Aell'elisse, La avere le 
coorolinate di dule punto cccoono gli esteri cl damete, 
Cerchiemo le condizioni. Emil sull elize 1 £ pa x:0. 
l'oguazione diventa : 


LIL PA(434554417] - Osrnosssz)y foste 29360512273, «stendo 


che possono serivere : 


yu garza 20, suseseeeil far] azur spesse] "0 


Affinché si avi al bmile , iu 4 dobbicmo 
ave n'a raolee (eloppia), gunzione di 
Cr we dive cnr pullo it clizeriminont deli 
rA equazione | ; 
fustorsei — 0: 8f4546UZ VL & Fe ona Zafasscassezh- spesi 5)] 
di ha: 
— 433/9458694 Z°+ 2 (0.8562394}42 + 95,4814 826 = 0 
ev ache: 
-70, 64 2093138]7 —2/,38356254 =0 


Z3 +0, 6428 93f38 2 \/0,413312359+ 2138354254 = 


De 5,3116060} 
£ = 0643893133 4,668712339 = 
a - 4025818604 


quindi : 
J= fe 43f239264 + rale Le o (ce) 


5,316060}L > 4= + 0,20f999299 ; XeD 


pezza 7" 
N 
=4,0258/860f > 4= = 19579984 | x=0 


Quindi U contro dell'ellim sm xt E dek Aa 
C=(te0;4-3545;250, de) 
La distanza: CY = Va ke) +E 49)" 
W = VE- 9) +(4+3,875)° (5 -0,642893738} 2/90 


CV» 9486832374 


1 classifica delle quaoriche 


Leguazione. 
[ant aa 20,%4 s20XT+ 2041» OX + 200)20,2. +00] 


polinomio completo di secondo grado nelle variabili 
Xi È Li equazione generale delle quadri che; dai 
coefficienti, ponenclo aj= 4; € possibile costruire il 
terminante A_ delle guadriche : 
ada Ad, dg Lu 
du dz Pr de A 
A 2 3 A 
Qi 9a dis du 
i complemento algebrico dell'elemento au € il 
minore Au diseriminante delle coniche Cu. 
c= inmoginario. — ellissotde zeale 
Ay30 = (ro degenere — paraboloide ellittico 


| Cu reale — iperboloide a due falole 


Ceo immaginaria. —> CONO immaginario 


reali e distinte —> eo er 
AG Fo di intcotneidente —- bolle 
A la Ho regenesni f > . "_fî Toce 


A<O 


arie immagimarie > 


cu reale — > cono reale Les 
(cu inmaginaria —> eMissoroe (immaginario 


Avo dA4=0-G slegenere —, parabolorde iperbo.ico 
lora — > iperbolorde od una falda. 


<w classifica delle quadriche peo anche schemotiz: 


Zersi come segue. 


SERENE 


Avo + ellissoide immaginario 


o : de 
a A=op > Cono elssordico 
aco + e/lissorole reole 
Auto a)0 + ;perbolorale sd una folla 


ai |A3F0O > cono iperbolorelieo 
A<O — \perbolorde a clue falde 


AVO + paraboloide iperbolico 
T> 0 + coppia di pian complessi sentagoti 
ASS Aa Ars 0 È 0 + toppiù di pieni pasaltli 
n Lola di pi asl ine pesci) 
ha 30 Toe > 0 SE tindro Mib 
attimenti 35-0 > Cilihdro rabolico 
pi + Cilindro ‘perbolico 


ACCO — sarabolorde ellittico 


Corso oi En 13 spaziogio o 00 


. . ” \ 
L equazione , im coordnatle omogenee, di una. 


quaeeica i VIZHAA È) ds scure: 


fu 14 dn fe Ag ul +2 any4 20, svagitvage ae,stvza tz 0) 
I determinante _A della quadricò e detto. puieriy 
mimonle” delta quadiicà . Se AFO La quodirca 


na degenere . La corofenstica vd AO, oststingue 


lee casi: 

453 > coni o elhdri 

) t=3 — cegpia di pani distrt (vers © ne) 

3 234 —» coppia d' piani ai ofeno vIamo dleppio) 
Una telta puo gssere decante taug ente ester. 

pae può appartenere allo quadrrica. 


de da cella € secante <« punti comuni con a 


guadrica seno due punti reaf'. 
Una quadra s/ dice 219@ta se contre: 

ne infinite teltè . Sono ces rigate gl. (perbo» 

loveli ad Uma felda ) men sono angeli gh pers 

sofordi a due falde 

He due punti Pe P., seporano armonicamente. 


count; di intersezione di una guadrea con una 
velta, è punti PeP' si dicono conruga ti rispetto 

dla gudorica. Dica: piame polar &/ fuogo der pun 
bi coniugati 


di qu punto LEG,4,,%, dl. 


Tutti v punti Appartenente ad. una quadrica sono 
dlello stesso tipo. Essi si distinguono in: 
Punto iperbolico , pento parabolico, punto eflittico. 


A seconda che de vlue rette comuni dila quaolrica. 
ed a] piano tangenti 27) que! punto dono : 
reali è diatinti f eomeidenti , smmoginarie coniugale. 


de guadeuhe a punti porabolisi sono selo coni e 
cilindri (A3©). 

de guadriche a punti paboliti semo gli iperbotorh 
ad unò Solda ed < parabolocei iperho tei (A»0) 
Le guadriche a ponti elbtiei sono glissoidi , 
cperboloval. a a due falde , e paraholoidi elittizi 9) 


La conica Ca È da considerarsi l'interse; 


Zeone del brano proprio (€59) con /a guaAred . 
Cioe Cn È Sala dalle equazioni: 
IX #3, Piana *+ 2d0x4 + 2R3AT +20, Y% =© 
el. 


(vedi equorione n cooremate e megenee). 


Silinpramo ora le equazioni el parabolordo ellilbzo, 
e del paraboloide perbol to, 00 agj'uugrame l'egua 
rime oflel Coro lele aton € ced guabrica, pur cnindo ug 


gupetier de rofarione 


Î cdhlusotrogoen 202 


Foroboloide ellittico 


Se considercamo n ellisse di semiassi a,b, 


che mantenendo costante 4e rupporto: afè, vari 
Ù 
no con du modo parabolico 270° =p raeb'= 9 


avremo l'eguazione del parobstoide ellittico . 


SEL Vis 
ea 


se poniamo 2.50 si ha: 

pR°= pY° 
cioì : £4 ={E)x Coppi. di vette 
fer x=0 za ove ge 


6 
ta doppia oistamza focale delk 
* parabola; (anale per 4 =0) 


Se consrdercarno un piano qualsiasi passante per % 
proro 9 pasconte p 
poro. Ynmx } Y=mX ; sostituendo si ha: 
#5 (EIPA)x° che è aura sua parabola. 
229 ai 
ii Se indichiamo cont la distamra da 0 
i è misurata tuingo la retta ove me 
TT orcemo Netia } Yalta; è sortTua 
do ; fosga cold) t a2. ove: Fabi para € La 
doppia distanza, perle della parabola Sue piano yEmmX. 
ta ‘equazione puo serivensi ! 


7 nota che: 
= 4; AP; 204=9%99i Aafi gli ole cotfficent 
sono nulli. fyremo: 

Qu 0 00 


O dn 0 O 


f= Qt 08, = -ayhu i Ay30 


o a 0 QAy 


9 0 a, 0 A<o ; Ay=0 


Earaboloide ellittico od assi trosloti 
a(snd (4-4) -apg (7-2) =0 


RE VIETETA NDS] 


Netiamo ehe la. parabola (=) ba una 
sota variabile al quadrato È quindi / ant 
lella parabola sara nel verso della va: 
zcabile che mamca a! quadrato. (Netta formula. 


3 . 440 d 
alici sopra : Qy330, percio /anm e secondo 2) 
. 4 


Sono pure nulli è cogllicrenti. 2,3 €433 dz = 0, pero 
/ 


fon si hamno rnelimazioni. 


An 0 O Qu 


a 
APRI dd E - Qu 0 
e FK fx È | L = = | 


Se P3I, Adi ha it poroboloide Eitcolare 


solido di volarzione generato da uma parabola 


che ruota intorno 5/ proprio asse. 


Poraboloide elhttico con assi dell'elisse 
vuotati 1ispetto agli assi cartesiani, 


l'equazione dell''elisse al cento con asi vuota’ è 


(edi Lvoe) e + Sr (cos, «cdy (4 - Alpen ey4. 


ehe puo' deriversi * 


FP pmajiy=1 


Feroio' l'eguazione del parobo lerde elritico 


avente per asse / 955€ T sata: 


x 


Tai + f */(&- 4 fronte fxy cs | 


[an Fi af + dA XY - 00,7 = 0 Î 


Brobolojde iper bolico 


Consioleriamo una iperbole di semiassi a,b, 
mel piano XY, che mantengono, sui | piani parolleli 
ad XY € s definiti dalla quota Z, «rapporto sy 
Supponiamo che l'asse focale dell ipebo k, sia 
da X avremo: 

SET di = 25 
P 1 
Le. ogni volere di X si fa 

VARO EMP E 

AES spa © 398° 
orcilipo=a ; Vega = b 1 


l'perbole giace sol pramo Z. 
parallelo ad xY. 


x fer ogni valore di K4 A1 


da /a parabola volta CA 
o l'atto: Z= # -@ col vertice du z= Cio). 
fer ogni luz di x «sha la parabole votta 
Verso ll basso: 2 = L£ +8) col verlree im z = Ep). 
dr ottiene così que la che si chioma una su 
perficie a Sella ove iu o abbiamo wu massimo 
per la porabala. 15-£ dÒ dun Minimo per la pazaboli 
2 i (vedi calcola del massimi è minimi per le Super 


£qguazione della superficie Vorica.: 


HU toro € un soldo di rotazione , è genera 


to da eun cerchio Adi raggio e + cur piano è 
comune all'asse oi rotazione Aistente R olal en 
tro Lel cerchio. 

Fer semplicita’ AFssumiàmo l'asse X come 9) 
de Comune at prami ruotanti su cu giace :/ cen 
chio generatore, L'insieme di tali pron i peo 
vga cgete espresso 
stalla Bossi 
(Parameterzo da 
«}: 


d attirò porte 


l'equarione 
del cerchio Ai raggio (A parente dl centeo c 
Ae teosk ) fe Abe | 430; puo e 
cavarsi dall'eguazione della sfera: 

[(x -Resa) +(4- geuit += e] 


Porche”: così 1 - —_*__.. 
ga Varg es Varia 
sostlitendo: 


e sviluppando : 


a 24x* _ IR . 
x era - ro +4. LI se sei +2°- 3 


sh ca 
X Pdl — +4 ?_r> 
Sr rio ze 


fe +Y+2° alle ae -0)=0 ] 


Che e l'eguazione della Sagperifar rere Torica 


pet 4=0 da: 


(x (xe8)° +e. Le viari erreonfern) 


Serre a 
( nn4” Si Roe sg = £* 


GAP) è 
Vx?+ 4? =(R3%) 
(x e; 0) (Equazione delle bue ersconbe 


reni della coronò Crecolane) 
L° equazione del toro pes anche seriversì 


(ep e)? = 2 | 


che si potera giustificare geom etrcar 
% 


nente senza daLs499/ a lgebriei 


Esplieitande 4 si ha: 
E = £ er - R) 
che puo scriversi: 
Wrso 
3 nota che // radicok è minore di zero se: 
(Tp -R)3>! esc 89° > £+R) 
od amche se: 
lay (F3 Rf] <o e/o Vangà <(R-£) 
quindi vi 1a99, dele circonferenze sul più 
20 meo del Zoro debbono : 


R-9)< y/X°+ 9° <(R+%) 


affinehe',) edicole dA rode; reali 


Ioiché S@ppromo per il teorema i Pappo e 


Gu/dino), de l'areI 3 della superficie Je 
Coro € A=beXsen= [AR 

e che i volume V del toro € dato de: 
V- (€2X 387) =  geòndi, 

ci dal La risotuzione dell'integrale 


doppio di compo: (F%4 . 


Z e În ters ezioni VE: corve nelo spozio) 


Diota l'equazione di nd superfiere guobrasi, 
f95)=0, passiamo trovere subito le linee di interse 
zione coi piani di eilerimento ponends: T52, per X4; 
YF0 pa xt) x=0 per YZ; € possiamo trovare come ta 
li linee si deformono o s/ mantengono sui piani porofleh, 
povendo l'equazione ia forma paramerica, cioè ponendo 
2ok, oppre Son) opere x3K 

Spesso lo studio di tal superfici & delinitato 
da un dominio sul piano x4. Se dominio è gua 
dialo © vellamgotare con lab parallel” ad x el 4, 
civì tali lati sono le tracce su X4 di pran' parallel: 
atx e%4, abbiamo visto sopra come teorarme lb 4 
nee di interserione che sr presenteranno nellà forma: 
2/0 ; *-fy e per le quali È possibile caleclare i 
mar +1 min con meteo cella geometria pranà. 
Sed domino è delimitato da pian geneve” parole 
l'al,le cu equazioni saremo del bipo y-fu) cioe: 

smx+9, bartera! sostitune tali espressioni nella equazione 
della Super NALE f(&42) che Aliverra Le)ooppure fÎeg=o. 
a Seconda che si sostituisca n 4 od mx. 

Se ;/ dominio € delimitato colla irterserione di 


cilindri penale alt | circolari, Miei, parchi] 


Sul piano X4 ) tali intersezioni saranno espresse 
da equazioni del tipo: f(x19)= © sore se è possibile 
esplicitare Ja x © /a 4 potremo sostilaitli netta 
equazione della ssaperficie che pero usulterebbeco delk 
espusioni : [{4,3) <ppure fg) dh cure mon piame. 
Tuttavia potremo ugquolmenti calcolare & man ed min 
che soronno valori sul bozdo del dommi è possono 
essere mar o min assoluti (mon velativi), nel su 
del vele pre atto © più bosso della z nel campo 
di quel domo. . 

Quando s; tratti di Sordi cilinduei (vintese= 
zione del cilrnelro delimitante il campo con la superi; 
cie dota) pe veolere au pramo la cuxra possiamo 
sviluppare du piano la superpee aslindica. em 
gio' abbiamo fatto con a deuone piana ole eitindro (i 
ver] ove |'ellisse Aiventa una sipusorde . Oppure 
possiamo esprimere La f(x) dl dominò iu fera 
pasameleica (pe esempio eu coreho al cento chi rag 
gr % di equazione ASA? pub sensor x= Resp; è 

sha, che solu wu 2 ovino z*fv). Com 
questo metodo € fer aper esempio, cogpresentaza, L'ha 
eilmdrica. x3Renf; ge Rig j Z=fef (®= pero) - Ove id 
triaugo lo etfanazlo di celeti 381 4 oriotto uu cilimcho c CS. 


Analogamente l intersezioni fra superfici, ere 
“Spesso le Linee non pessono essere sviluppate du 
piano; diamo 10:43) e 1242) fe due superfici 
dli cui interesso la linea intersezione Se uuwizmo 
ad eliminare ua, variabi fra le due equazioni 
dol la X 0 GY 04% otteniamo espressioni 7) 
due voziabili: {ye)<0 ; fly=0 } fny)j=o , che 
vappresentamo Ja. proiezione della curva sspelivae 
mente dui piami Ya, XZ, xy. e che ci permettono 
di copire ( disegnora ) le linea spaziale. 
Sladiamo guindi-sistemati tomente fe fnrioni 
Ar oli dorsaA: bio 


Le funzioni in de variabili 


Sia 4= fx) una fonzione nelle due voricbili 
indipendenti x,y. Cio vuol dire che se alla x ed. 
alla 4, assegnomo valori numeriet, per cgni coppia 
di valori (pr) resta determinato, nel piono X%, un 
punto P=(x5,4,). Se sostitaiamo le coorolinote di P 
nella espressione: 2=f(x,4) aremo un nuovo valere 
numezico: & =f(,4,) , coorolinata di Pin Z, quindi 
4 tre valori numerici Gi 4.) oleterminano upivocamen 
te la posizione di P. nello spazio tridimensimale 
riferito alla terno carteseana(0%,42). * 

Se noti che +,4,2, no» sono, in genere ‘nodlpendenti 

fa loro, shfotti la T=10x4) rappresenta una super, 
ficie ondulata, curvà, o piena) ove la punte pe 
pento, tappresenta, Sa dietanzà” oli tale superfe 
cie dal piano XY. 

Consideriamo gorndi la supertiere 25/0%,9) 
come und Specié Ai 
colinetta che rntezse= 
ca dl pieno XY, e Le 
sue /sv;pse” sono le 


interserconi con < pa 


n paralleh RI XY. 


d'espressione £=/(44) puo anche seriversi nella forma 
Imphea f(3,4)= 0, 10 questo caso non possiamo più 
dire guali delle tre voriobili s1à dipendente dalle altre 
due. Certo che assegnati valori numerici a due rà 
vcabili , vesta determinato il valore numerico della teca 
Cod l'espressione f(44,2)= 0 può seriversi: (1dlicizando 
la fanzion) 2=f(x9) ; 4= =f(2) ; ; x*fl44); 
ove £ VIRA sono diverse E 69 esplicitarione 
di nà o; Fenzuone . 

Consideriamo cra un nuovo aspetto Hella fius*):0 
Se 1 questa funzione alftribuiamo un Valore numerico 
ad una sota vaziabil, otteniamo una funzione 
che lega Me oltre due variabili. Fer esempio se al 
tribuiamo alla < j/ valore zero, abbiamo una f (4) 20 
ore esphiertando la X è la 4 s oftrene i ff) 1 de 
rappresenta /a curva rnfersezione fra là supera 
fiere : (54) ed /) prono Z=0 jehe è 4 prono XY: 

Se a/la £ ollribuiomo il valore n (parametro) 
avsemo che {(x,4)=n ove esplieitamdo x ed 4 si 
ha: J= W(X,n) che rappresenta /o curva 1hferse= 
zione della 16:43) co€ piano Z=R stanti n 
alal piano xy). Rbbiamo casi l'equazione parametrica 
du hdlelle Keo/pren delta colletta . tà 


Se invece nella nostra f(xy2)=0 attribuiamo va 
tori numerici alla K , il che eguivale a die reneta 
ei0€ fa: X=K rappresenta un piano parallelo al piano 
42 e distante k da esso. Questo piano tagliera 
la superficie fe, y3)=0, 
Y espletata im 49) =2 
, «secondo una curva che 
€ <=f(41) giacente 
sul piano K, pe Ja qua 


le € possibile coleolare le 
derivate » de_ assendo K'ina'cestante: 
Analogo discorso se attribuiamo valori numerici 
alla 4, questa volta il piano $=c=cst., pazallelo 
al piano x ,taghera la superfieie secondo une 
Curva Z=f(x, c). 
che È possibile dea 
re iu AE, essendo c 
CES 
da tiquarcdate come 


cortamnte numerica ( pae 


rametto). 
Torniamo quindi alla nostra 4= f(2,4) ove 
non £ necessario attribuire dla Xx, oppure 


alla 4 specitici Valeri numerici, basta ee 


guardare la x oppure la 4, come fossero delle costar 
li parometriche , ed allora, ad_X=Cosante, si 
puo vedere la nostra collinetta tagliata a fettine 
com piani pavalleli az, «d ogni taglio < uma 
curva de Liguardaze come una Z=f(4) eve la 
x cleve anere considerata sura cotamte. 

Analogo discorso ad Y cost cye le fettine” sono 
parallelo sd x2 


a te col 


DE questo modo di riguardare una fay (ehe db: 
biamo pos to Z =/04)) discendono molty concet: 
t particolari : nei esomineremo La derivate parua: 
bi edi differenziali totali, £l dominie di una 
fenuone ), i tossimi e mimi assolti e retatii , 
gli integrali doppi di campe ed il cateolo clei 
dotumi.. 

Quanto abbiamo esposto e Imdamentale pece 


comprendere i cn 


$ «È = 
cetti che andiamo ad esaminate. 


Jolifferenziali totali (de derivate parziali } : 


Abbiamo gia' visto il difrenziale come variazione 
<infinitesima di ena variabile . 

Dicesi clifferenevale totale di uno funzione in 
più vaviabil, Ja variazione infinitesima alfndt.) 
al vazione sinfinitesimo delle variatili indipendenti. 

Nel mostro caso Z=f[(44) cerchiamo dl ft) = dz 
al variare dx pella x) e dy (della 4) ove dx e dy seno le 


variazioni infinitesime di X € dig. 


Considerato guindi un punto P della fanzione 
Zi defim;to da Gp =/(%:4,) possiamo considerare 
l'intormo di P_ comes fd, sy) 

Lsaminiamo il solido prismorde con fase quadri: 
latera oli lati dx è dy e con spigoli paralleli aX. 
La fase superbre , (in genere non parattla dle dare 
tn ferione]) & porzione 1nfrinitesima della superficie 
< =f(x4) o [ese peo consrcleraze,’ prona perche’ snfini tesina), 
Nel disegno .s' noti 
che, per passdre da. 
Pa @yl incremento 
mad negativo, dl 


in y È positivo, 16° 
/ 


per evidenziare che l'intorno di P& intutte le 
direzioni come gia” indiceto ponendo Hi doppio 
segno nella 1% +08, 4r0dy], cosa pon ortodossa, 
ma per fermare llattenzione come sar gesti. 
lo | segno nei differenziale ,e comprendere sd 
concetto di derivata cdirevonole. 


Supponiamo ehe la distanza PE </a Vofini 
tesima e cerchiamo dh disegnare prttosto in 
grandito 7 nostro pris moide di dare infiritesi 


ma: da, dy. fo cerchiomo il valore della va- 


fi. 


Liazione infinite 

ù * si l 
sima dz per ps 
san da Pa Q. 


44= Se -Yp 
Zagli®mo a 
L=cost 55 fa nostra collinetta , per cul 


prismello sera sezionato secondo BP8,a, Aperti 


lutti alla stessa guota za}. Ove: Agp =BG,= da; 
PE, =-@A= dy. , 4ssendo la figuea di dezione. serale 
la alla base .s 


able at piano XY. 


Per andaze da Pa @, possiamo considerare tre 
diversi percorsi; PAQ; PBA; Pa. 

Se considerramo cli tagliare la superficie con 
piani ad xze0%k, per x=xp , troviamo il triona 
golo infinitesimo: PRB, ove PE, = dy « PB 
l'’’btersez ione del piano con /a super lie, e-f 5) 
civì PB e d Segmento infinitesimo dela curva 
Z -/0 giacenti su/ piano: X=Xp. 

«Wu ‘pendenza in Poli tale curva sara la 
derivata e/spetto ad y della af ove Xp È 
una costante. Cio€ aytemo. di lato. 
lla Xp potrebbe non essere ef, totrelia, 
possiamo eiduordate fa x come fosse una costan: 
Ze, «n tal caso, la derivata non € più un_. 
rapporto di differenzioli. us, chioma: derrvata 
parviole detta {04} esspetto ad 4, 51 indi 
ca con una d (deuera) aneche (d dritta.) Lo di deve 

Di culi eos ed e emnnamente aq 

cora pe TRO “del fratlo PE et. tauza . 


(Cate pendenza Jara x posttiva o negativa e gestirà 


<l segno di cui sì € gia nin 


N segmento 88 B83ZyZp sara: BB (P8) = lga «dy 
iz . 


Discorso del tutto andlogo se sezioniàmo ad Yrost 


pe y=y= ent, avremo il triangolo infinitesimo 
APR ove: tg A= 32 e dove Zy-% 3 A= SE dx. 
Abbiamo, di proposito, fatto n modo, nel disegno 


che dx fosse: JG0-%)] invece di lex), #0 0 mo: 
ch che A risultasse a quota inferiore, eve per dre 


rivore él punto @ (sia x diA} occorresse un ok (negativ») 
mentre il dy © positivo. Cio’ non varia prerte come 
È possibile comstatare : (vedi figuro ) 
Se passiamo da PBQ anemo: de= GR = RB+(-dd) 

dz= Q8= 5+ (AA) 
Se passiamo da PAR onemo dz = QQ=(AR) HP) 
« /a formula diventa: 


dz 
LS 


dR=| AZ= #£ 


dx + 374 


Questa espressione e delta: 


diff vrenziole lotale di d'-fisy 


Se avessimo fatto iL percorso cdirelto PA avaro 


Pe, = Valdi ore dividendo or 54 che 
è la pendenza del segmento PA cioe Lo. derivata 


CEEZETE 5 


Derivate direziona i L 


Definiamo derivata direzionale : 


Lin ( fort) | 


Li ( 


«Sia PA su und vetta ‘n° di coseni hrettori 
costi) ; cos(ig) | cosà) 
e sia ds = PÀ = lunghezza infinitesimo. dell'archetto FA 


essendo Pò 3 ,finitesimo arcemo che: 


Lim fay-fo., di) =- demvata alirezionele. 
QUA, GP ds 


mai cata) = de} dscosfi)= dy } di costia)= de 
percio’ 


(dfe)_ BE) (35 ces) È Ir 


2") Toi E0) (9) 


ela derivta direzionele delle : 
fo= {094 


Nel trattare ., olifferenziali fetali abbiamo introdot: 
to il soncetto di derivata parziale . Naturalmente 


la espressione . differ ziole tetole” 4, "può ‘estende 
a Fonsteni di più vaziabill: F= f(% g8,0) 


avremo: [e i ds + DA dya 2Î da4 ddt 


DE 


Le derivate porzioli di ordine superiore 
(2 criterio dh Schwarz ) 


Se eiguardiamo 2 ; , gppure 35 , come fin 


zioni, possiamo n di nuovo ad 4= cont, 


oppure adorwscoì., avremo casi quattro topi 
Ai derivate seconde 


2) - . Ù i 
LEA _ DE (Feritzta seconda di'2 espelle) 
2 IDE al x due volte 


d e dl clevrata seconde mista di <>) 


d bi dx dY rispetti adkX € vipetto ad Y 
dB) i dEi) DX derivate 4ec0nda mista 2%) 
SÉ # dy dr dx ra ad Ye rispetto adx. 
CPT di poane conda di z vvipetto 
è 3 ] 2 < n. ad 4 e votte ) 


24 


Il criterio di Schwatz > 


- Se siomo partite da una funzione Z=fx*,4) 
€ facile revficare che si ha l'uguaglianza: 
DEL _ dz 
dx dY fl dyY dx 


Questa uguaglianza ordinaziamente chamata 
CRITERIO oli SCHWVARZ er consente un notevole 
proceolimento ‘Inverso, rofrth crconsente oli gle 
finire se /! postro oliflerenziole totole € un 
differenziale esotto. 

Cerchiomo di capre cosà vuol dire ‘lf 
ferenziale esatto” 


= Se abbiamo und espressione del tipo: 


x,4) dx + Gay) dy 


ove: Pg) è Gn) seno polinomi n X «dy. 


(espressioni’ eve figurano dx, dy, oppure 4, Y" smo 
delle differenzioli} 
Ci domandiamo se esiste una femzione 4 f(5,9 


tale che : |< = Aagdi + Quyd4 ove evidentemenz 


te im tegrando : 


(4 = £ 
potremo risolte alla Fenzione quando s/a note «£ 
differenziole totale. . 


A tal fine viguaroliamo Pag) 
QI = Fx) = 2DE-- Cin) 
per vederlo meglio Seriviàmo : 
_ 2£ DI 
Ae = = da + 37 dy 
Fugdhi + Qu d4 
Per dl criterio di Schwarz : 
DE a 04 
da dY n dd 
applicandolo alla postra espressione nihemo: 


d Fn) b) Qay) 
dr 4 i dx 


ue « polinomio moltiplicato per dx lo alerivia 
mo risp etto ad 4 ve quello moltipheato per oy 
lo deriviamo tispetto ad x. 

Se si Berzica / Uquaglianza : 


© fe i a sa 
24 A 
alora esiste uno funvone € delta: fenzione 
fotenziole tale che sco Afferenvole Lola 
le € /" «spressione dAfferenzole in esome, € quindi, 
porche [e =(6-a) sisuol dire che: il suo integrale ci n 


de solo vai limiti di infesrazione, CIOÈ che: Rage ligh 
é un differenziale esatto ; ammette fenzione polenzale. 


-Se invece: 


2 Ra BICI) 
33° + ra 


Non esiste una definita funzione Z=foy) tele che iL 
suo differenerole totale corrisponda. alla espressione iu 
esame e guindi 

a Sara Pa iflereneiole 
esatto; dl suo integrale non dipende solo cai Smil 
di integrazione, (punto eli'orrivo è punto di portenza) 
ma aipende dal cammino percorso oli ‘mfegratione. 

Facciamo aleuni esempi. 

I assenza di attriti il lavoro per sobtevare um certo peso 
ad una certa altezza. jin compo grovtazionale, non dipen. 
de dol cammino percorso; 41 puo sollevare olibettamente 
i peso, 0 57 puo' portarlo in alto tramite un tango 
piano melinoti, « lavoro È sempre lsteso ed e /a 
forza per il suo spostamento cI0È (feaa peso) «(Altezza ). 
(I campo gravitazionale ammette potenziale , che equi 


vale a dire ehe le forze sono conservative © che 4@ com 
po € sotenordale . 


Se invece consideriamo una trasformazione termodinamica 


ove per passore dal punto A @ pressione pe volume) af 
punto Ba pressione fe Volume Y, } integrazione dipende col 


cammino percorso {1 dberenziole ealoce non È seu dilltrenzale 94) 
api ripari Îì 26 


Piano tangente ad una superficie 


rettà normale ad una superficie 


Sia PE(,4.,%) «n punto appartenente 
alla superfere: T=f((49). 

la nermole_olla superficie nP È una vela 
di giacitura del piano tangente imB ed avo 


per equazione : 


|a sie SE 

Siri n 

mentre a del piano tongente tu R 
Sar Ò —— ——_T_T—__-_———c tr’ 
[ey als4) 2-2) =] 


olobbramo determinare: € 1, n, ehe sono proper. 


zionali di casep: direttori. 
Abbiamo visto che se Pe Q sono due punti 
viesmissimi sulla stess& SUpera 
i y, e ficie:£ *f(3), n cosenì diret 
lori cella vetta, 1 direzione 
PR dono, ce PR= di è 


E A 
droni; dis e003; 


di ehi. Ha ds € vnfinitesimo par cu la vetta 


wa kR£ tangente alla Superficie Z=f(3) +d 


42% - Ele 
di da . 


ave per equazione: AX2Xo 
î 2 
al 


Pa doppia uguaglianza esprime che gli there men, 
te: (x xo), (4-4), (3-2) dgulla vetta sono proporzio 
nali cispettivamente a: dr, dy, da: 

mà: 


- DI df 


quindi gncehe: 


(rage PE (age 3£(44) 


Dx 
Ma questa è l'equazione di Un piano: 


dl S 
D (xt) + A (4-4) (2-4) = 0 | 


ed è soddisfetta da tutle le vette tangenti in R, 
cioî e (equazione del piano tangente in R (tuogo di 
lulte /e vette tangenti io A) 
Confron tata con / ‘eguazione: 
dix) + m(4-4) + n(z-4)= © 


abbramo: 
322; med; nz 4 


Per cul x coseni Arettori Sella rella norma= 
te'in R, alla superficie Xx f(9) 4drenno. 
Pf 2 


pes © Tae 
CITA * È Cie 


Quindi l'equazione della retta normale in PL 
alla superficie » 23f(%4) dara: 


(ax) ___(9-%)__13- 
24) (2É ne 5 
VEZZA 24 Jp, 


Feociamo un esempio : 


sia: Z= /R'-x°-4° l'equazione di una sfera 
aleentro assi, e sia R=(%-,4,%) un punto sol 


la 4 el 2 
127 uper frcie sfetica 


Blog SE 
24 VARY” 


bi i cane ag 
albe AES 


(etti, (PPP, è pra 
DEVAS \ 94 da Fd 
percio: 
_ Xo 
fa A 
cas (rij}= elio 7 Le 
lesa 
cosi) = Vesari = Ce. 


VETREU *Q£0 CERI Ls R (vedi figura o} 


Massimi e Minimi relativi - L'Hessiano 


Abbiamo visto che la: _2Î è La pendenza 
della Conea tracciata I dalla superfucie; 
T=f(y) sui piani: x= costante. 

Che la, E e /a pendenza dello timea trae 
crata dolla stessa superfiere Sui pron, Sr ost. 
consideriome : 


DI 


(vedi figura) ; 


Si ha in tre casi diversi : minimo, fleso on 


dale, 0 massimo ella linea rntersezione olefla 
superficie coi prani X= cost. 

Analogamente per k 
intersezioni «sei piani od 


Y= c0sl. quando: 


BEEN 
DA ue 


pere: 


Condiziine necessaria, mà non sufficiente 
affinche nà superfice pres ent, un massimo 


od un minimo zelatWo & che signo nulle entrombe 


Dica =0 


Le derivate parziali 13. i DX 3 n 


Pero! finche si abbia un massimo od un 
minimo della z =f(x4), entrambe le linee di 
intersezione coù piani ad x=cost ed 4 =cost 
debbono concordare sul massimo è sul minimo, 
infatti se per una delle Cine € uu massimo, € per 


7 se: DEI 
l'attra 4n minimo si ha una superficie “n sella! 
CHE se per le Imferserioni 


pe , JI, con piani ortegorali ad un vara 

\\ v bile si ha una famiglia ol'curve 

con curvàtura verso l'atto, 
le intersezzoni con piani ortogonali dll''atla vai 
viabile cla’ unò famiglia di eurve con curvatura 
verso U asso, in questo caso nel punto Vv della fr: 
gurà nom possiamo clire che w-& un max cd un min. 
Nel piòne per distinguere (max,i mn, di flessi, 

utiizzoromo il segno della devvata seconda 


Giot gi fo indicava uspelfivomente: max , fesa, 


Soa DI ueste ossewszioni dl pestro 


caso. Intanto DÎ è 2Î° rel punto E debbono 


dx 
avere /o stesso segno cdi blene oAiverse da zero 


affinene” possa esservi un max od un min. 
Una osservazione pai casa si ha con la derivata 


ICI) 
dY pei 


mista La: 


esso indica /è variazione dello pendentà de 

JU piani ys cost. Poiche of. -2 f st Lao 
PISZI ?ydr 

peodotto puo’ solo essere maggine © al più uguale 


4 zero. 
£ detto Hessiano il determmante olelle 


derivate seconole , ove le miste sono la diagonale 


sie 2 2 
secondaria : zE 2 >O +5 hanno amano min 
Hs =0+non sipuo clire nienti 
D°f DL ; 
ay ao 2” <osxnonsi hanno may omin 


AIO è DE _>0 (mimmo) 
d% Neo (massrmo) 


Mi di ricerca dei massimi e 
minimi relativi su una superfiere = f(44) 

consiste 1pizia/mente pel pere Lio Si 0 
37) hanno cosi clue equazioni si X ua SD se 
esistono punti KE P=(k,4.) che le sodolisfano un questi 
punb possono esseri max o min, ma € necessario 
calcolare l'fessiano per accertazne l'esistenza. 
Convrene sempre und analisi left = f49) 


she tal volta puo I evilarer i AC olell’Hes< 


Per esempio » Z= ax + by'+c , Aappramo che è 
um paraboloioe ellibtico (vedi quaolriche), con 
asse colmeiolente con, vertice iu €, voto verso 
l'atto per cur tu C abbiamo un minimo. J se 
miami dell'ellisse sono; |fES]; |/EÉ bre 


4 ù în A . 6 n - 
l'ecuazione degl e/hsst , parametrica. NZ €. 
; 


x dor IE A 
VT ea! 
Rimobiamo ehe (V8}*> n ; fnj* = tn ) 


Facciamo cia /e deviote : 


His è sal > o 
o Sb | (mero; 430) 
Erica = dA YO > /N1NIMOV de 83090) 


dx° 


Consideriamo / 'egu azione: 


z2aby/ 2° .Y* +0 


Sappramo che È uma quaolrica e Étroyeremmo DA £ SA 


eroî um \perbo tace a due fol Love per x553Z%0, i 


ha: X= th. 

QI de 

DI 4 
4 a 


ton 


Z= gu di rotazione. 


X = 0 su x=D 


(448°) ) . 
et: x=0 Z 
(440 PA fe xe 0 
WIRE SE "ta » ri 
+ ) degno della culi 
dI a (A+ 43 ERE VI de) denominatore, 
l_ 5 == + puo cune sia MU, 
bi __0- »I a da LR Mm, 
2xdg To (xp) dsx 
Pi rai 
A PPT I #1 SIA 
LINZ Ix*+ FA? VA 
da PE: ut ax 0) - 4 
H= ce Li _lsrab]( 2) — KI ( +0) a = (tessiane) 
2 x°+ 440 - 
rh Ti ( e) ) 


} caratte) 


- lar + ona PT _ 


sd 


> Fri pos 


teatP 


Manin € fino! celatvi e assoluti 


ima dh tutto occorre decidere se fa sona vella su 
perficie che abbiamo in esome, È Limitata 0 indefinita. 
Si dice: Dominio” la proiewone dul piano esi della tonà 
di superficie in esame, <Sj dite codominio l'insieme chi 
valori della € 1» tale zona. Il dominio guindi puo 
essere delimitato da finzioni I>ha) che ferrino; 
con /e loro nterseebnr, un perimetzo alle è delimita 
re un'area, fe sf, possono esere celle , o gli sfeser cssì 
4,4, od cachi di cerchi, 0 curve piane gualsrasi. 
Na Ja delimitazione Nella ona ; puo Apendere 
dalla stessa -É%9), ri per esempio uno. sfera, ua 
e/ssvide, vd mu ci'inoro con an sarallelo a 2) Ne) ca 
so della sfera pessiame scegliere, come clomimio sele 
Figura inteene alla proiezione dlelsuo cerchio massimo, 
per avea vatori ceal del codeminio; pero si ques to 
caso vccorre scerneere iL codomimie 1 Aue porti ct 
AI L 7] poe occ server l'egreozione alfa 
Afrra, ecplertata uz fu due funzioni monodeeme. 
(K termine Funzione è sempre pa relazioni menoolmme. 
Nel ‘esempie precedente ((pebeboide a due Luk 


iene | are). 


Z,5t% 


\ - AO 
£ detto massimo e minimo assoluto nel 


dominio precisato, 2:speftiramente 4 pu alti 


<d il più basso valore assunti dollo 2 sia 
internamente che sul bordo plel dominio , smo 
eselasi i valori esterni / dominio. 


Seno delli massimi e mIvIMI velati mel 


) 


dominio precisato, (& possono essere moCteplici, 
‘mentre I, assoluti sono unici) < punti nei guali 
£ possibi pensare un piamo famgente parole 
ad x4, (vrazonteJe) tale che il valor della x 
nel punto si il più alto o i più basso dei rale della 
PA nei punti dell intomo, ed ; punti dell'intorno 
31 conserino tali che la x e le sue derivate siano continue 
au tale inferno, cio $ punto mon sia uma eusprle. 
7 vertice a un cono pia pis puigze uu max 0 n31p velhio) 
DI cera 43 f(1) 51 dite estremante il rale della x che touoe 
AMEX min Ca Y, Sy dee estremole i valor della x che 
tiveste Condizioni ‘ne gessoria ma von sufficienti affi 
edi da 4 Jia max o mim. fa esempio , volo della 
A e dell, Y pr esi Fico n IT 20 Aono 
estremati  alventano Snete se Hr0. 
dh un domino esito Sempre un max e “n min ashiti, 


men bre _ponono mon esaei, © essere miti 5 mollephii cali TA 


Consideriomo /è funzione! 
r 


fa) =L=Aux+ cos(x+4}t 1e44y 


Sr nota ehe l'espressione e simmetrica, e0€ x 
20 4 sono scombiabil fra lozo per qualunque 
valore di Z. 


u 
$ 
1 
L 
+ 
XE 
I] 
° 


Sl 9 
" 

N 

ta 

' 

1 

1 

a 

ti] 

iS) 


Id oftraendo) 


Cox — C03 4 = 0 + |Cosk=CoA4Y 


Cio’ vuot dire: 


X=5 | bmeglio) (ataxme year) 


mo: C00X - — Coda percoi JEEX 


Si hamo cdi due eondizioni ; J=:X ed VEREZS 


Sostilutamo nella prima equazione: 4=x 


Ù 


srtemo:  cosfx) — senfx+x]= 0 


P 
cos = Q4eux ex + 


deux = £ 
sf z 


= W ; 
dla cui: ga CI i 


Le due opp. e dr vetri sodo: no entrambe le 
e9uazioni, infetti cost = auf PE); e00(8$= fo 8) 
mon È imece Jesita La copia I en gT © np 
puo x5E ; 9° <P perche’ si e olello sez 
conda De 

Sestilziamo nella I sguazione : 337%) 


avremo: e05X = 44(0) = 0 \CZEZA 
a = IL . RSI | GUEEES È Pad 
da eu: X 3 ge FT =F IP ar 


ASI; gp sur 


1h questo caso vafgono anche le coppie 
xelE |; =I + 2 


copra mu(e$7) - 
Si hanno casî cer coppe di valori che 90: 
nullano te derivate paetviali prime. 
Liegruòmo OZA , orelratamente, le olerrvate 


sazia seconde 
” 


rad = Seu (x) - 004x+4) 


A c4en(9) - cos(x+4) 


df PL - co4(x+4) 


alremo /'Hessiano! 
eIi ef 
te 2210 È) - i) l 
HS tot) ng) oso) sto) cca] 


27 2 AUX AUG cofsf[pecsss] | 
sostituendo nell'Hesssiano ordinetamente le sei 


coppie ohi vali: X;4, abbiamo: 
dJbeszl He selF «(cs E)asen E) =(g) #64)=++1"po 
(RL dea pg 0 


Bo co] percio per x=4=Z, diha massrmo 


io ee Cf+5+$ = Id | 
esiliato egli) 19-46:): EL? 


(5) usi E = -4-4 <fi<o] massimo 
223-904 <[E) 
I)|a=g=I i H= sel T +telfnt)- a) H{kFE4®®, 


Im queste caso [HZ0] mon si ha pe massimo 


ne” minimo " 


CET ten + ul = +4-4+4 = E3T] 


4]x:1=37 stesi) + Att) +41+012}1):3>0 
H=:3>0] sf. - eur cos =-(-1)-()> +2>0 


minima 


Ts Aus FT +04 87 + seu 37 = -)-}-] =k==3 


5) fe Esser peroni sl pun gr) tp 4 <0 
5) est] per simmetria ot caso 5) {H<O 


In questi olue casi non S' bonne ne mesimi 


€ ‘minimi. 


Per: x=$50 4 ha: TH =0 | Eos 1 Rcs 


( esrendo Sf «pilo marca la combine di mixcomin) 


DE 1-4; 23 0+4+0=1 [zz1 


('essenolo LL 3L #0 manca La condizime chi mokyamn) 


a 
LF euersico [231204005497 
dx* 


er 1274 dhe: = f (#64 +13 6054 +4) 
XL + Z=$ (EPY +fz 4 111) 
KEd- > Z = 4/2 AFueag è rag 8) 
X=5E + Z=1 (inbserdente da 4) 
X35£5T +. Z > F(A8 c0s4 — Ae +4) 


Altri esempi di massimi e minimi 


Jprobk mi di massimo e di minimo, di fenzioni 77) 
più vorrabili, possono presentarsi in molti gasi. 
—Sagprame , per «sempio, ale fre due cette sphembe esiste 
un segmento di minima distana . (Gr. cu prec) 
Supponiamo che le eguarioni di die relle ; ©, 4; 
dano espresse cin ferma perometricà 5 
Xu Ze +QaÈ 
sete e JU. 4, Lt 


dt = Zyv + at 


Lit + ba 
retta 415 di 1 bu 
As = Zog + hw 


Sta PL punto cormente sut e VHS liti 
punto noto di ® ; dia È=RP, avo che 2,, 2,8; 
sono 1 coseni oiceffsu' della retta ©. 

Analogamente sia Q il punto corcente eu 4 € Re (ima) 
un punto noto di 4; 4 u=Ga, avumo che L, chi ha 
sono ; comm alvcettori delle vetta 4. Melle voriabi è 
ed 4, dormo minimizzare la drfeza : Sa FA - min. 


0° 
ere 


nt) | 


Delle eguazbni parametriehe, sottraendo membro a 
membro sita: 
(22-03) > (ento) + MÉ - Lu 


(9) = (dea) + - bi 
(Ze-43) = {dor Ze} + Qt - bw 


Der;ramo d* 2ispello a Ze vsspello ada, sha: 


Qui = a 230 + (1-4) AA + e Pea] 


ta 
Da 7° 


2 [ea (PR «66 


sostituendo & deritate : DES « DCI di hai 


LEI - (nor), +44) (1-8), =0 


LUPI — (ah e (&-s)ba la -3)ho = © 


Ul aver uguagliato azero le derivate rispetto a 
e erpelto adu delta 3; € comeltione necessoria, 
non sufi erente Gfrebe Ia GP present ua 
Pinimo ed n massimo. 


Sostiiamo in teli espressioni £ valo 


di: (2%); (&-4) 2); orvemo: 
(ch)eat-ha]a, gestita sfera =0 
furgeato] he ffct)ont-Lali + fergoatbbo = © 
SV lupposolo / paodotti e ricordando ehe: 
lateatea;)= 1; (Sb) e che: 


(RENT EEZI |- (Aqua fe divini cds) 


ofenramo: 
(00403) Li + (oe Ta) + (zn-Za,)a; +t-ucsb=0 
(kor =) L, +YnTa)ha La (za Aa) ba +temp -U=0 


Questo sistema di due equazioni melle due incognite i 

£ edu, ha 11 detexminante der’ coaffrerenti #0 

infette 4- cb 2 detod = -srald po pen BD. 
md 

perdo ./ sistema a2mmelte e/seluzioni per bfo. 

sost'liendo la colonna der termini noti si hauuo 


le risolazioni : 


u= 4 finora? he, Afeacno -h,) IIETTEZO 
k- tie feci @) stico) - n) fto -8)] 


Vevifichiamo con /' Hessiono che valori di È 
ed w ottenuti uguagtinudo a zero /e deriva 
te pareioli perme  ammelfno mar © mim. 


faegeramo quindi le derivate seconde : 


CI, do), 0) 
+ Speri 1,3 De *As4 pi PRI.) 


per eur /' Hessiano: 
-2 — 30098 
= 43 4(4-coso)- ss 8 30 
-20059 +2 
Cioe L'espressione iu E edu ammette um minimo 
20) € su poInIMO assoluto perché cen (2) » v 
Gio€ ogni segmento PA con Pim e Quus € 


maggiore di quello che rovifica: Bilo: AI) so. 


Se consigdercamo ehe &,,2:,4; olbeeché coseni 
dibeltori’ della sella e sono comi diretti della 
quraertma, di'pian normali cò a compreso DA 

piamo postoule per PA =Y (essendo PRL e) 
€ aualogamente 4, , bb; sono aube coseni 

dette’ della giacilara di piami notmoli' ad 4 
Comfrase # piamo parate pe Pa:y (end PL 4). 
Coe” 40 regmento de perpendicolare al entrambe fe 


ettaro aS 


Sia m fa velta comune ai due pian passanti 
per PA+I | l'acauto 8 
de due piani È suehe 
l'augoto delli dirmoni a 
eb esoî Aelle Arrioni di 
Eedis. 

svudlo: favara = det, 
È « VIAZIONISI 45 


DN È 
heby 


Piga È RI Raf? 


"ko, 


I eu oflvettori della retta n comune a 
due piani, doro Facilmente e;cavabil del delerminante: 


farteli) rmpenlià) Vi caifn) 


As du da da 

b, hi bs 

coi fa) LL SE 1 pel 
#4 dei al Auas ri) b| / 


b, od abbiamo guaendi : 


ely 


BEZAZA Sa pi 


be bi 


la retta "n pasonte per A) = x, contiene quindi 
% segmento di minima ditanze . 
Pssidmo serivere : 
(ur-xs)=» I costò) | da cui (xe-ta)cetii = Teak 
(4-9) I cat) n° ((I)el)= Tatti) 
(2-2)= I cal)» lata) 


co fa) + collyn) + c04%(23) =4 per eu sommando : 


| T = (xe -4;) costi + (4-4 )ecs($) + (22-43) HA) | 


Sostitiendo | valori dei cosen direttori di h° è 
a, “i 


molhiplicamdo per sen 9 gi ha : 


+(%5 | + (2%) 


Vaaw 9 = (xe-%} fara 


bi uf 
espressione che puo seriversi 
fix) (4e-%) (22-21) 


DEMI. = ai aa Az 
bi bi bs 


Se Feghamo alla perma ezà lo seconda moltipliesta pa 
È ed aggiungiamo la, taza moltipleota peru ce ralove 


del defetminante mon cambia ; peveso” 
(to) (Inn) (Fat) 
da ar 


bi bi ba 


2 ARrast 


daup = 


eee Ke) (%- i) i Za) 
ai 


di 


I massimi ed è minimi doll inun dominio 


Aébiame gia definito cesà si intende per dominio di unà 
fp; occorre pero' fissore megho le idee. 
Consideriomo il dominio delimitato dal piano 24, 
e chiaro ehe tele piono può essere definito dalla: y50, 
e a sua protezione sul piano x4 concide con fa sua. 
traccia (ehe € l'asse 4) mel piono xy). L'asse I, {bel pà 
no) e abpunto rappresentato da x52, 
Se l'atto piano che delimita il dominio, € d piano 
Zx, avremo &andlogamente, /a sua definizione : peo 
Infine se ;l terzo piano che denota dl dominio & 
definito da: Y= %4! avremo che la rella . 
VilELizI del prano xy rappresenta la rnberserione di 
lale piùno co» ;/ propo XY (La sus braccio su 43), 
esu Late tella (traccia), s/proseltano lilli'e' punti 
del pigno. 
Questi tre prioni: x=0 ; yo; getti, e bere 
osservort meglio : 


pellà loro formula nen figura moi fa Z ), 20°; 


vuol ore che guolsiosi volere attribuito ag, LN 


L RE: l 
muta |& loro formula , C1D9 per ogm Za V, (con 


N un numero guolsias positivo 0 negohreo, compreso lo 


evo], La Arumula pesta rinmutota. w 


Ma, 224, tappresenta un piono parollelo ad xy e dista 
te ola esso la quantita N; questo piano Tagliera d 
tre piani che delimitano questo dominio, con figure 
identiche a quella delle tracce sul piono XY. (che por, 
4 puo definirsi 230, cioè uno degl infiviti piani 20) 
C'È ancora una osservazione: 

espressioni del tipo: x-0, 4z0; x=n, y=m ; gamt4. 
CESICE mentre in geometria piana rappresentano 
telle o curve piane, giacenti su XY; € stesse 


espressioni, nello spouo terdimensi onole , 


in guanto nen VA ‘purò la €, appena Sus 
perfici parallele alla £ dtessa Il Cod , 

superfici elndriehe. 

Quest'ultima osservazione, mentre cs f&'Vedere 
ta Geometria prand come tu caso particolare 

olella geometra tridimensionole 1» ew's1 sra posto 
230; fa vedere onche tali superfici (Cito d;che] 
come costiliute da tante orolinate E, che 

escono , (verso l'alto, 0 verso ll bago) ela/le 

line definite ut prono XY ( c/06 tracce, 
4) rettlimee o curvitmnce). 


Le . MES n i 
eelcamo «me e Tie 1130! x30, 470, Ya, 


delimitano un prismetto di altezza inolefinità, ma 
avente come hace su *4, & tuangolo vettengolo 
soseele AOB, ove: DA è d segmento di 4-0, DE + 
Segmento di x50 ) mentre |'ipotenusà ABLA sg: 


mento di 4 =(-x+4) kystr 

Questo inYolucco prismotico, delimita du 
23/4) (Lorinio i x 4), ‘a porte della <=fxy) 
che € oggelto del nostro studio. 

da superficie < chiudera il prismetto con 
una superficre piand 9 curva, a semplice © der 
pro curvatura. Sulle superfici Aeimitarti il Ao 
un (+jprani del prim effe nel nostro 226) La Z>S (x, 9) 
si intersechera” dando luogo a lhee che sono il 
bordo del campo della VIZI stessa. 
Se dl domino s4/ piano XY 4 un cerchio , 


la vella. parallela a Z,che ne percorre la cite) 
ferenza, È la generatrice del cilindro circolare vl 
lo {0449 R%) 5 ama logamente atte Yfy, de 
anno luogo 2 cilimdii o prismi o misti. 

Consrderràamo una X=f(x,g)= 4enx + e04Y. | ed il 
dominio da x=0} 430; Yz R44 ) (et de 
povstro prismetto), Je piano 4=-54 Incontia 1 prono x 
secondo la vetta: x=1 450, ed imeontra i prono ye 
secondo la vetta» 4=1;x=0; queste velle è L'asse % 
seno gli spraoli del nostro prismetto ol base triangota 
se. de E Adux+en4 , dulenseza Il piono 42;(x=0) 
secondo fa Omea Z= COS) ; rnterseca < piono 
x} 450, Aeconde la linea z=4ux41, 
VAZAI X=0 7; go + Z=4 (pento 9 

X54 | 30 + T=4uM)+4> 4,844} (ponto A) 
X50 34 +7 Co4f) = 954030 (panto 8) 

Ha gual ‘e La linea di potersezone fa Le 
Wperficie + £=4%(x)+c0(5) ed dl pramo: 4=(-x+1) 1 
Se sostiluiamo H ai A ha: 

Z5 AUX) + Cod (4%) = dux + concor) +1) 10 (x) 

© = {4 e1}) see) +(0,54030) cox(x) 

questa eguazuione ella protezione gu un piano pordl 
leto a <X della lnea intersezione gpacente sul pino ye eret. 


guindi suoi max «min in divezione Z non mutano nek 
la protezione. Fer oltenere la stessa configurazione dask 
prendere Le aseisse moltiplicate pe Vr. 

ale = i+ Auto) Cos(x) — cost) Aea(x) =0 

langlx)= iecioT 2 DAL s 3, 40522 

DO orela (340822) = 498540 cad. > 4 
I max emin di tale funzione sono fuori del nostro 
domimo : (0<X<4). 
IH punto X=1448540 corrisponde Y=-0,s5540 ed ha 
un Max mZz= 434108 (massimo reloliso sul profumgdmea 


te della Linea su 5A) I massimi ed è minimi vetali. 


a Si 
z, 
1 ] 4 
b n 
ti 
Ì 4 
(0) | o (420) 4 x 


vj olella Supevfizie £ 40 vurlicano: fuori del dominio: 
* Fa 
Max =? pet X5E49K, 430 +04 Di 


mins per Xe JI +3K | Je eek | 


Se tagliamo con un 
piono dî; (433%) 


abbiamo le sezioni ; 


Questo stuoio ei ha permesto di trovare che, nel dlo= 
minio della funzione nen vi sono max è min relativi, 

che Sul bordo del dominio” si ha il max auotuto nd 
punto : Kad | 450 ;2=4,94Ut; sempre sul bordo del ab: 


mimio, si he @ rn assoluto , nel punto: x50; 434; 
z=0,54030. 

Se pensiomo di une, vitaglian dele , le Tre Liga 
ce sub piani x=0} y=z0; yard; combaceranno £ te 
spigoli del prismetto e cioé l'ane €, è) | segmenti; 
AR è BB. arvemo cosî il bordo della superfice re] 
dominio A Se ne tcporta ; a franco, 
suna Visione assonometicà, 
dalla quale < Rea 
rendersi conto dell anda 
mento della supertiere 


nel dominio considlezato; 


tro che internamente al 
dominio non VU sono ne’ max, ne' mn. Del resto 


Gg st meg)izt=lor) i d(-04); E (ear) 


dia. De co - Rea È 
ANI dgr ball H=s = + dux Co84 = H 
(>) iaineb | 


. ‘ n 
DE 0 +Y=0 } DZono rx ale 44=4>0;F0 (mar) 


x 


si # he CJe= 70,2 dalmin). 


Il calcolo dei volumi e gli integrali 
doppi di campo 


Consideriomo un dominio definito da: 
xo i y3o i xy R 


Nel piano XY, la xdO ci olice che dobbiamo con: 
siderare come appartenenti dl dominio 1 soli pun 
ti che hanno asc;ssa positiva o nulla, sio und perio 
ne. Z=f0,9) vesta Limitala 
a sinistra dal piono: 44 


(x=0). 
Analogamente 4>0, limita 


DONINIO 


of piamo zx La funzione 
2=f4) tn basso, CIOÈ: x30 «dl 420 Limitano fa 
funzione 0/ I quaolrante, La K+y'sR', Limita La 
fusione ei punti inteni al cerchio ditaggio R, 
eibÈ il mostro dominio è &l srimo guadbarte di 
lat ceuhio [veli figura) 

Consiclercamo ora una fis.y (che porremo:= Finn) 
essa cappresenta una superficie che puo estendersi 
indefinitamente di cui peco; ano, interessa la solà 
porzione che 51 provetta sul dominio. 

£'bene dvertize subito che possono verificarsi 
PA CAS 


JI dominio è Culto coperto della superficie 2:f0) 
che si estende oltre it dominio 
la proiezione su XY della intera superficie 23f0%) 
€ identica al dominio 
Jla proezione su xY della intea superfiere ef) 
e lita iplerna ol dominio è guest ultimo é 
‘maggiore. ( +1 questo caso e evidenti. che il demi» 
nio della Tef.y) È la sua. protezione, ed € punti esterni 
ad essa, amehe 30 dppartenenti. ad un prefisoto dominio 
non pessono comsialerarsi dominio di punti REAL lella 2) 
4] Jofine la fs) pur estendenelosi, con lo sua prote 
zione oltre il dominio, copre quest’ultimo sele in 
porte. hi questo caso occorre definite una 
fly) =0 \ che, mbersecando le Cinee del prefissato 
dominio’ delimiti la perte oli esso appartenente 
a punti reali di <. 
Supponiamo ehe la nostra : z=ft4) sia: 
(Copre tutto it dominio 2), Vediamo per &=0, si 
ha: J3-X°, cioe una parabola 


vesso il basso. Per &=R , 
dipendenza del valore di R 
0° coprize lutto il dominio, o 


Jolo parte di' esso; Tuttevia al crescere di & la 
superficie Finisce fer coprire tutto il domimo. 


ferix=0 4 ba: (234) ee 00 retta « 45° sud piono ye. 

fa: x5k + (Z= Y+h°) einò ameora una vetta. parellela 

Cioe La nostra è suna superli we 19 ola, cive può 
essere generata clà uno vetta ibclnata di 45° rispelto 
all'orziontole diselta secondo $ che 57 sposto man 
tenendasi paraltela a se stessa e descuvendo una 
parabola con le Intezserioni sui pini parolel; A XX. 
Infatti per go > z> x è per gh 5A 4K. 
da superficie peo anehe considerorsi generata da 
una. parabda verticale che sI sposta, parallelament 


le superfici generate da una zelta che trasta lungo 


una cuva mantenendosi parallela a se stessa, sono det 
A 


ke: Superfici ad uno curvatura” è possono fa 


ci/lmente reabzeorsi piegando un foghe dh carta. 
Seno invece dette: £supefiera doppia curvatura” 
l superdici generale da Linee eurve che trastà 
no lungo unò curva ,© ruotano intorno ad un ase. 
Por esempio la sfera , il parabolorde di rotazione, 
L'ettissorde, ec. Queste non pessono vealzzorsì 
sempheemente pregando un perto di carta , perché 
alevremmo piegore la costo secondo due direzioni 
ortogongli. La distinzione di superfici ad una o 
a doppia curvatura , presento. notevole interesse 
du servenza delle costeuzioni, snfotti dopo orex : 
‘inflesso” un foglio di corta (generando una su 
perfiwe ad una eursatura), non è più possibite 
infatterto secondo assi ortogonali, porche’, 
come vealtemo, nelle sezioni’ atogondli (dopo la 
prima infessione ) è verrato il momento inerzia. 


de falde di una cupola a padiglime sono su: 
perfe ad una curvatura (Come la Cepola del Duomo 
di Firenze), L cupole oli rotazione sono superfiti 
a dep £ a curigturafu € la curia genre, I/A A cicorfienzo] 


Jernando allo nostra superficie (ad uns curcsture) 52x%3 
se desioniamo «d X= co citeniamo vette di rnteione ; de 
sezioniamo ca Yscot  iteniamo parabole volte verso L'asto; 
Au sxioniamo a Zec00t oifeniamo parsbole oriziontal' Voda in 
verso gppos te ola 4: 
(CS nostra superfree è si dilin dio parabolico sima 
metrico ol piano x50 ed inelinato di F= (5%al pino: 750) 
Voglàmo ora cdlcolare il volume del solido de: 
linsitato dai piani: 250; xe0} 420 (triedro pesbioo), 
dal cilindro xy R ;e della Superficie: 25x94. 
(Coe il volume fra / piano x4 e la superfice delimitato elal 
dominio) 
I metodo € genersle e può essere applicato a 
qualsiasi &=flxg) con guolsrasi' domimo deh 
tato da: 1 F0) qualsiosi 
Nel calcolo dei volumi / ‘impostazione ge 


nersle imphea ehe, per ogni punto afgportanente sf 
volume, sr possa eonsiolerore un cubetto snfiritesimo 
ali spigoli dx, dg, de , <l ew volume infila 
Simo : dv.= didyde è V puo determinarsi come 
somma degli rafmti cubetti infinitesimi 

Va JI dx-dy-dz 
rale, Lesplo perche visono tre differenze; ali: 


Maturalmente per calcolare ")" occorme che "V 
sia univocomente definito (come gia specificoto nel 
mostro caso). J/ minimo di definizione di V è uma 
unita suporfieie chiusa per esempio Ja Sea : 
x erR; 0 l'ellissorde: SALI , du 
questo caso de giuoco di tagliare a fettine, ei fa 
vedere la <= /i-#-£, ciDE sembnondo a dd 
7 danno elss,, ma,jdata la simmetwa auch a 
yscod o x= 00% sj banno e/i5s1 
4 Consideriamo il dominio 

delimitato da xs0; y50) 
Z20 e z= NE . 
ae di ques to so 
lido e F del volume 
dell'ellieso ide } supponendo di’ iii 
una osahata Z un prrimetto di'base da, 

Te day el altezza © =f4y, alieumo 

| che « volume elementare del 
prrsm eo sata’: dy = Lib dy . 


e 9 


5, Sanno tre varcabili occorre sceglecne 


na anolutamente ihoipendente ; ani 
giamo £a x) scelta Ha x essa puo 13 
o) da Dad &; mò orbite 


2iave, (mel dom; 


un qualsiasi volove alla x, La VELZLI È più archi 
traria, ma E bgata ai bimiti del dominio 
su, percio essenolo per 430; ESPE SEZI 


arremo che La ya , pe ogni ralore 


d. x compreso fra 040 , percio mov consi 
deriamo di ara tagliato & sotiolo con pini 
da x =cost Attive” al'spesiore k, U eni volume 
sora l'area della Vba molte 
posata per dx. 

Na l'area della feltrna seri 
data della sommo delle ovolnete Z pe dy 
con 4 variabile da "0 a: fara . 

Com eio' obbramo scelto una seguenzòà nel= 
l'ordine di 1rdiperdenza delle voncabiti x, 4, 
x indipendente ; 4=ft) ; z=f(4). 

£' bene avertie che /a seguenza È dréitroria 


e nerma/mente 4, ‘scegltè vella che stenròmo 
semplifiehi (caso per caso) < calerte. 
Avtemo quindi’ 


ves [{ (A dx 


e questo un ste 


EZA deppre ol campo . 


Fer risolvere questo tipo di integrali, occorre consi= 
derare \pizialmente come uma cotante, La variabili 


ola noi scelta come indipendente «d integrare neé= 
L'atlea voriabile nei Limiti in funuone della varcabi 


le indigendente (pe mor la. x} quimoli eceguire la de 
conda usar 4 SL 


dara 
y = pe ni 


ricordare PISO : SFP, 
(FF “fe $ [NSF + nes] psn 
prefin 
yfe8C (CES Tr MT rn] 
30 
pane dx 
vivefigaz 
lo sal < 


Veg (0-0) +20 [9-2] 


Sé a-b>e=3R Ar ha il voteme della ifra. 


Seguenolo <l procedimento oca spiegato possiamo 
calcolare: R J= [Rx 
/ = fici dy b dx 


Je 
74 
f [rg] dx fra 
v- feet. + LKR 4 R'encia e) + x — 7° 
vfo-88-8-2)-1)] |PCE3), 


Il calcolo olell infegrale. le VRst de porendo; & st 


diventa fel cent faut e L° (se 80) del) = 
28 afelio ablsat 3 L' (erbe - sttnt,t 9 
8 


da cui Leali da l> creme bd ; coat: ee, 


La scelta dei limiti di integrazione 


Supponiamo ehe un dominio sia delimitato 
dla: X=9 ; 40; s'y'R, È simil dl 
nostre dominio cambia solo: x=4 anziche x=0. 
e la fg) = €=X*+4 dia la atesa. 

—S/ nota che se tagliamo ad 
x=cost, com'e il tratl'eggio 7) 
figura yper * variabile da © 


ao i bimiti ve y dono Y70 
ed 45x, mentre ped da HadA x timit 4 
dono 420 ed 4=/R*-x; cio' implica di dorer i. 
viclere su due interval@’ (* quindi du integrali) 
Se invece Serroniamo ad Vi cont , (come ca fr 
qura con /o retta ST Ai ha che Ja variabile 
inolipenolente scetta £ La 4 che varina da 
430 dd 4=HC =SN0, mentre la x area € Crimib 
voziabili ; x=q j xaVR-9; edlbyune di 


questo domino sera’: 
Mi fg 


/( JE 13)%) dy 


2 


ed occerrera! integrore firma cu XK del ge cost 
e sostare 1 limite uu fa), por rategrare 6 


btegranolo n x otteniamo: 


Meo fe 
sf Ja 
"ff vc +5] 
sf FEE] “fer 109 


posto # = seul Ha 
% «(#1 dint) — Le LU 4 Pala 
è 
cele) 


Wes fe ist st L- ME se a (0) 


ATA BAU) 


LI + R' RE, RE 
n= £ Ck PSE) 
RE,R 
È £ 


£& 


Se consideriamo l'altra parte di dominio € invece 
conveniente scegliere ta x come inclijendente ed 
anumo: X=0 al x=R/k; Yx; gela; , 
un ferma restando La 2° X°+4 di 


È ha: MARR 
Da if( 194 dk 


SE risalto con limits agi 


c [gi fron 
Ke i ad £- xe)dk = = 
! Ha 
(fore Ere] Lf arcscatg) Lf -#] 
“ts belt). VERSI LEE 
| 62 -£- 68 | (terna come previsto) 


Ci domandiamo se con &ltr a lgoritmi, rr4 
calcolo degl sntegrali do, oppI, possa essere 
eeplificato . Tn questo caso sarebbe stato 
più semplice assumere come Qua elementare 


hel domini 


vo quella espressa iu coordimale potari, 


Infatti: Z= Deosu rima ; 


dA- e dadei; di=zdA 
dv= (L'costa + vssd) e dudi 


A 
ein + l'aa) ole. da 


ve LS (pense. curense JN, £(- cu) 
V= £'L +£ 


YZ 


(bbaetanza più veloce .). 
4 Mo, UA 
Kt]. L(-cn) 
- £(+%4)+£(-£+4) 
V= ETA RA) 


sè IA 
£L CIPLETTARTI K % 
ed) 
4 7 
-R* R 
rgrreneee 
_RI_AR A 
MA 


£° fee Derifieore ehe: {+= V 
Possiamo dlire che, ‘htegral che 5, essoliono pet 


sostituzione trivonomelticà, spesso È meglio 1n ecorelinefe poliri 


Awertenze nel caleolo di volumi con integrali 


doppi oli compe. 


Fal volta puo’ avvenire ehe ordinate negative ten 
dano negativa un'area 0 un volume e quindi 
addirinausi algebricoment cla' per ssultato la 
differenza delle aree o der volumi 
Per chiarire questo concetto facciamo un esen 
pio semplice; se La viehiesta È: 


Calectare £ integrok” 


3 
T=(&x-1)dx = (x) 


< fredtkog.akraz 
I3$-4 I-4 
ma se La richesta &: 


‘Calcotare l'area delimitata Aolla rela 
4 FAA F dall'as x, dall'as 4 2 dall'ordimota 
x54"  dodbiamo persone L'intaziali rercauslo 


4303 $X-1 — goa ed avremo : 


A= | Sersale “. 


a- |&-% |a ]e-o 


“14 ll Lui 


Consideriamo (a Somanda : (CA 4.5. Felolbofer 
1000 esmoizi di auabri matematica 5.49 Longii Tono 
4945)(pus 55)) 
‘Caleotare z=//4 ola ely 
per dominio T £:mitato dalle due parabole: 
JI” dx 
= I= 4.7 

Notiamo subito ehe La z=fy9 =, è 
ses fal'amo portarle pet L'arve x binettor del 


A 
dieSro retto: Toy. Questa osservazione interessa, 


Lcalcol ole votumi. 


É ropondi ame alla Somauola i 


J punt MN eomuni alle cda parafol sono ; 
M=(-4,0)) N=(2,6) j 

Dal disegno € possibile dire che conviene 
e desionate all x= cost (vavabili nella ndentà) 


ed avremo: x%4 2) 
?/ ( to dy sa 
an2) 
Li - agtax a parete 
r:f talia «of i di 


2 
4 
FAROE = FL api af” 


2-49 0190 030-49-(194-3-0]= ef #6) Le] 


Delimitramo il domimio pei tre quadranti degli assi 
che attraversa, al fine di cercare Ul rolume fra 
d piano x4 ;(450); < piano:Z=4 ed il bordo del 
dommio. Per 43° quadrante possiamo ancora 
andare cal "et Lal aviemo: 


rfifryo dfn #- - [9 


auche per i JE qrea tagliamo ad x=cat. 


(f( [594 fica qlc gag «|A 


o 4x2 
Per dt I quadrante non possiamo ave Gillo «i xt 


pero na ce x-fg) le parabole compli'ahetemmo 


£ cateot, pro: genna » due l'integrale: 


Ve JE 2%, + (sd di = (potare ilimik) 


fg ana 


Ke = cn in ife '#2X Liar = 


4 


Lo 4 
34 Lp + 4 speri 4Xx 
2] 3], 


K>$[85]+4f0)-(-- s-&6- È vt] 


A verifica : Mike aL A: 34 =V 
Zo * 


Funzioni implicite 


Sa £4) una funzione nelle variabili x 
sol 3. finita e continua in un compo C, e sia 
Xo un velore della x , tale che, esistà din unico 
valore della LAZ modo che si abbia {{4,4)=0, 
E° bene osservore che non tutti « ve/ory ale 

la x sono fol dò rendere passibile : Ly =0, 
(e esempiv: n'y”. Rt20, £ imtart delle. olerianno euere; 
VER, petde” ge !/77 sarebbe immaginaria). Per vende 
re monodroma, (Cioe ad un sol valore ,) / espressione 1 
VEESZIANE possiamo senverla per valor non negaliii: 
4 -|x} , « per valov non positivi; g3 -} roi 
Se La moltepliuta’ dei valori della 3 per og 
X, dipende Lal campo della x, limiteremo il 
campo: della ve} se dipende dale'inversione i 
funvioni tuiaonome trrehe, eonsidereremo solo 4 
valor del I quadrante, eventualmente con segno, 
ed esetuolendo +2k7. (Salvo che il problema men elofermini 
univocamente ce quadranl). 

Questa introduzione vuo esere uu chiavi, 
mento sulle “Condizioni” pes te offo valiAbità del 


leotema, del Dihi. Civé a € volute far notare 


che se «nd fly 30 . non € posbile tidurla ed 
UIIO] (dee 200 È possibi esplieitazla) occorre 
tener presente che Vi possono essere Campi 0 con 


dizioni ove La funzione non esiste dè ambigua. 


Teorema del Dini sulle funzioni implicite 


r4 
Sa £ey und funzione dix ed, finita e continua. ia 
un campo Cc, € supponiamo che per essa /ono verifi 


cate le seguenti ;potesi: 
1) de eoordinote : A Am Un punto interno dl 


campo C, annullimo oe =0, 


BL, un intorno di Xe, Y,, ad esempio nel rellango: 


lo R ILA Cali 94 ,ek con centro LALA 1a) Lo 
Loy) abbia derivate parriali vspette olle va: 


2cabili indipendenti X,4 frite e continue. 
UP batti « punti (x,4) del rettangolo f, 

bixol < k,; ]4-9./EK, 47 abbia: {£,061) 5 ct: 

&É# o). 
In ques te jpotesi 51 puo determinore 1 un ibtorno I 
di x, una ed upò solà funzione : 4° fo di x, la 
quole, nell'iptervollo L, soddifo la Sinitaz ione: f4 K 


e rdenticomente l'equazione L04)=° F cioè per 


ogni valere x dell tatervallo I gi ha identicomenti. 
f (xo, Se] = =o 

La funzione GE derivobile jin x «td ivi 
la sua derivata e dote della formula: 


” 


Y f(x.) _ ab 
(5 Kx,4) ZIA 
CE 


Fsempi 
/ 


Cerehomo di capite | 


Una fenzione imohata {(39)=0 e“come dire 
<= f(4)=0 , da cu: dz =0. pero”: 
de = PÉ de e PÉ dy =o0 
2A 24 


ed anehe: 


(ee La derivate della fenrine esporeta 
ed rapporto cdetle derivate parati della smphrta 


reso oli segno © osto, 


Facciamo un esempio di funzione esplicitabile. 


Df-_ AI yr>zxe 
dI 


E verifica il lecvama. 


Facciamo un esempio di funzione esplestobile 


solo ip X, mon €5 Crortolit hu 


fx) = 0 Y44UY x = 0 


Fer fa derivazione delle fron rnverre obfrsmo: 


RIU =4+c0y ) gi = gie dd 


A+ 


Ipplcondo ;/ feozema del Dini : 


QÉ - 4 i ser) i 


P'ilba: - i eg 
da Cri 440004 4+44 
MERA | 
Come 41 vedè ocecortono copre di vslri x.,9, tali 


che fins=o e che DE #0 tenebre 1 e 39 dle} 


£Esem pio di fanene ‘mph Lo nen esplicitabile 


|gpemgire 4 =] 


DE rp); BL = freno) 


QX 
dh 
SEG ra du. 0 
Di dx /'* [dx *(4+559) 
di 
Facciamo una tabella dette Coppie di slo Xo,Yo 


che verificano l'equazione : f4)= o 
Notiamo che:l-x +Lagix1)< 0 e sempre minore dizero, ed 
ammelle due valori uguali per xe1 al X74, mentre per x=1 
ammette <e massimo negativo (minimo) 3(-4) 
Arco offrnche “si venfehi l'equarione {fas °); Grswg 
dorva' essere maggiore 0 uguali ad d 
Ko PA sei [Grafico della Fmione(4 ng xe <oÎ] 


0,05 | 2,300084 |-50,9436 
0,85 | 0,8}4195 |- 432494 


4 NB La pendena calcolata 


o,50 | 0,6156548 | -o,ssos4 corrisponde nei singoli punt 

ato | o,su3610 | Lo,zsorsa ||| at grafico. 
4 | arsiogra o 

45 | A,560814 + 0,4180542 

_ 2 [260490 + 0,2344}4 

2:5 | 0:83944 |+0,353f35 
3 4,03 932 +0,6h24 37% 
«_ |4414665 |+0,}40 


Retta tangente ad una curva espressa in 


forma implicita (fey=0) 


Sappiamo che la retta tangente ad una erwrva 
espress@ ‘n forma esplicita Jef, se e noto «€ 


punto di tangenza T=(x%r,I), ha per eguazione: 
(4-5-)F 4 (x-%3) 


od anche: 7 . 
4" GG) + (f-4%9)] 


Fer curve ,h formo implicita, per il teorema. 
del Dini: 2f 
XL 
(4-4) = 7] 
dY 
ed anche : 


2 ai x) + FB 3 (5° 4,) 20 


feguazione della. = tongente dn T alla curva fiy=0 
Lsempo : Le cette tangenti l'elhsse o /iperbole ovent 


aguarione : [Gi e 1É4 ove : pia di; p ab. 22; sosti 


dì 
tuenolo > se (xx) 2 44(9- 4)=0 ; OLA Ls: sf: = Mele 
ma: Se {= 4 , perte: 


m 


£°/ 'eguarione della La dla Lelbise è l'e 
bole nel parto Ts (Xr, 9%) di tall curve. 


£guozone del piono Tongente alla 
Super ficre di eguozione implresta: f&498)5° 


(Coseni direttori della normale ) 


da simmetria della {(x,43)=0, e; mestro ebe 


nol potremmo prendere und qualsiasi delle tre 

variabili come dipendente . ((cive; Lon: foviafa) 

Na er riferiomo a: To = f044). 

SUpponssàmo ebe /2 uN intorno di R = (xa, ge) 
a: sf #9, estendendo quanto gia’ dette 

per dl piano tangente alta Z=fhy), /a ui 


formulò eva: 


(E -%e) = L£ (1-%) +2É (9-4) 


Nel caso di equazione impliesta Arremo: 
Q Td 5, 
DE (0-4 + 3 5-4) SL (e-2)=0 


Lguazione olel piano tangente ella superficie 
nel punto: R=(X.,9,à). 
Puind (£ coseni direttori Sella normale off sa 
perficre soronro 'uspetlivamente: #6), corti); eortt) _ 
SL RE 5 
VERE | VETRATE rel 


(segni, 


Funzioni implicite definite de sistemi di 
equazioni - Lo Jacobano fdeteminonk fonzionak} 


se consideriamo l'intersezione fra due superfizi 
espresse da: Fyz=0 ad {4,2)=0,4possiamo 
‘n esse esphertare una stesso ‘neognita, ahemo: 
Z=f (0,9) ; z=f(,9) L; uguagliando avremo: 
fnyefe,9 =0 che può servers g(n4)=0. 
cda ta e und funzione, nella guole, de È possibi 
esplicitare ta $ arcemo: 4=9% (che è ba 
iguazione della protezione su/ piono XY della cun 
va intersezione. 
Anolegamente se possiamo espletare La x 
e La y avremo | ‘equazione della eurva provel 
Lala du YE © du XE. 

Avendo due equazioni 1h bee vaabili’ se 
0 esotvbii soto due vaudbib ;n fonzione del 
La terza variabile. 

Cio premesso supponiamo d'avere P egua 
zioni dm (*p) variabili, ((ndichiomo con x le prive 


1 variabili e cm 4 le restanti p variabili) avremo il 


sistema: (L(%,%3;-% 4) %--4)=0 
ha (27%,:-%0,I, 4-4) 0 


Supponiamo che esista un punto Ps(2,:8--2,;b)k, 19) 
che soddisfi, sostituendo le sue coordinate, tutte 


Lo equarioni del sistema. 
Consideriome un intorno di R_ dimensionato da: 


con: (= 4,2, 00 


perra]ek | 4-4lek; pa 


74 guole le funzioni sono tate forite e continue 
insieme dle loro derivate parati prime . 
chiameremo Tocobiono o determinante 


funzionale e determinente : 


èf_ ©f 234 

DI, DM dY 

#9 Da 2A CRA 
-_|99% dI 2% 


costituto dalle dervate parziali prime el 
de hgole funzioni vipello alle CZ ARZE LA . 
do Tacobrano s; indica anche con: 


SfkA) 


MESLFAL cigir PELLE) sn 
Lei LIPZ. | eppore: i oppure: 
d(434):%) PZA) ( a % 


oppure: D #£ ") $ vd amehe 8, 
5% % Y 44) 


(Troppi nomi per unò stessa e019). 


-Se lo Tacobiono € diverso de zew in um 
intorno di ICACA ..«Q), sr ha un solo sistema di 
funzioni : 


4, P I 00%) 

A FACILI Xn) 

Y=4(%,h,..%) 
che tn (2, 2a Gn) prenoono rispettivamente è 
valori (4 VI0A 277) e sodelisfano le equazioni 
olel sistema. 

-Supponiomo di voler trovare l'equazione della 
vetta tangente alla curva intersezione delle sus 
perffrei è L04130, fge)=0, da ew siamo part, 
ti. Supponiamo noto Re(x+,4, a) comune dalle due 
superfie, ene verifica /e loro eguarzoni' e quindi 
appaziiene Ala euva shtersezione. £ Faccbiano 
Ada drerso da cero : (ELE) 

Possramo definire li I° Sy } Z>3%9 ; ehe 
sodaforo le_£ 


ua tioni € rappresentano & 


eguuatione di una curva E intersezione delle 
superfiec. 


ela matrice funzionale 


2927 f 
va 


2) 
3° di oe 


basta alba caratteristica 2 in un rntorno eli R 
pet poter offermere che fe olue superfiey SI in 
fersecano decondo una curva 


ud fosse diverso da zeto Lil minore: 


DX Chi 
pa #° 
cari 


de equazioni ; paramelrche della curva 
Saranno: x >) ; bi = So) 
da velta tangente e ( avra per equas 


ug _ (4-4) 2) 
dg © da 


dx 


zione: 


L57) =0o ); Fex.y,a)= 0 


Mx, £:6SEn£le 


anche: 


CL da 4 2? dy LIL da = è 
DI dY E) 

dl ds +21 dy, Bf da=o 
FX CE) dz 


L sostilendo a: dx, dy di, le quantita” 


proporeronol: edo) 1 (4-4) 1 (£-2), agpeeme: 


2Î (6) Ls 4)+ DI (-2)30 
orge 3 (94) ua (2-2)=0 


Che sono /e equazioni h'due prari che 
infersecandesi definiscono /a tetto Cangenz 


te alta curva f intersezione, guest'uttima 
9 ; 


delle Superfrei : (tenga) 30 è CES, -0 . 


Esempio pymerieo : 


ii ano, 


És,y,9:0 = (x-2]=0 
Fexsga)=0 = (x*-#)=0 


tseguin o le derivate parziali : 


ove si nota ehe gua lungue minore (del second 
araline} 4; estragga da essà, € diverso dla zero, 
datvo ie punto:(x=0 ; 430 ; z3s0), eoì La ma 
trice ha earatteristica due. 
Riseriviamo le due funzioni iu L: 
Lex | Ip 
(potramo che tappresentono due citrneri. aperti, uno 
iu diverime 4, /aeGRo iu Avezione 2) 
L'eguazione der Aue pian che defini: 
dJeono la cella tamgente dara : 


1(x-%) + 0(4-4,) -32/(2-2)= 2) 
2X0 (x-x0) — 3T(1-4) +0 (2-2) 0 


co 


(x-%e) -— 325(2-2.)=0 
i (4-5) =0 
Comsideriamo punto Bal 59, 1) ) esso revificà 
entrombe le equazioni delle superfici, percio” 
appartiene slla cuva infersezbne der due cilinelti, 
L'iguarione dei pron per R diventa. 
n 3(£-4) =0 
(4-4) - 3 (4-1) = 0 
eioù : 
Xx + 0-35 +2 =0 
2x - 34 +0 +4 =0 


che € € eq orione ole/fla retta tangente 


iu Po alta curva Ve; 


z°- fs 
EE RAITZIE dare / 9 are. 


della proteine di {7 due piono 4 


Derivazione dl fonz son! composte 


La finzione: z=f00,4), sia tale che x ed 4 
diano paramebricamente espresse da : 
x = x(t) seal y= 44) 
ove È È divenuta vaziabiCe indipendente . 
A nei interesso ba derivata Az nllaplllo” 
al ese, 
Sy 3 GE cod: de- Gy de 
Ina Mot sappiamo 01 luppare L Affamara 
4 total: ‘dz 2 PE. dx + DE dy 
dx d4 
pet ei sost iluendo: 
VA 
Ze DI de, DE dh 
°D de * 739 rca 


PI gueecta /8 Lermula per la dervazione dele 


fhnvon: Composte 


sessi ti E 


U - è # ni $ 
nell esempio numerico osserviamo: "Se considetia: 

deg è . - pi LI 
mo £ La varvabile fodipendente , e550 può 


prendare solo veleri pesitiri , affinche, cesta La 


Pa 


XE Luftl, parco poniamo l valore assoluto alt. 
lo 43 deslt) imita < vobori Atto 4 Se A 
+4. Se cerchiamo di realjitare 0 graffio 


notiamo che pe segni valore Ai lay ha sua punto 


nel prano , cio x DIC mon sono imolipenolenti, ma 
legati; funzionatmente. 4 sut , x= left] ; 
ts €“ = esp(x) = arca (4); per cui: 


4 


per esarcumo di gueshh punti rale La ga =x"44° 
CID | Z= (esper)lt x; abbiamo con ed 
espresso dl valore di Z 299 ‘valore di 
x, de poss;amo vede day mecperfieie provetti 


su] pramo x ed arme X disegao che 1/port;az 
VETERE “no a franco. 

Noc dobbiamo pe 
persore Je orolina 


te Z, imeenti dal 


grafico sul prano 

14 di cu alta 
pagroa precedente, 
allna possiamo 


fer de disegno 


uc prospellico, sd 


Se esprimiamo dieellamente la £ ma 

funzione eli €, esce : (te) (aut) 

eniamo ne grofico. ore pr Cv 200) 
4 


Croa per t-0 as fa La ()= 00 =, 4 
avere: X=-3 occore T= g0OGIKEarot ; pr GUIA: 
X +3 occome Î= 20, 08553692. 

—Se a 1 attrburamo il coneelio: “tempo” 
da fune compesta che e ba portati a 
ropprsentare ua nea: 1a campo tridime 
sivale diventa sno tradioia” sparvale. 
Gino mediante feroni e ste e possehik 
ta frpresentate Lradiseà aporiol. n 


Osservazioni sell’ Tacobrono 


Nello Atuolio delle funzioni, lo Jocobiano € 
di fondamentale importanza. 

Se fenzioni seno fimeari lo Jocohiano s” 
YoAlucee as. co renti. 

Se fe fanzioni non Sono inolpendenti, DIA 
determinante è pel. 

Fer stab,fite se um stema di funzioni 
51 puo” invertite , infalli' se o Sacobiano, ce 
Ntruito con le derrate perriobi rime, ese 

cube eispello alle = /n904 vazciabili ri: 
sueta derso do vero, esiste ceo cd un 
solo sibfema A Sensini : 

UE f (14, UAZZIE -L) 
ehe rbalerte 40 stema 


ki 3 ACI a, SII, 


Se Lo Jacohiano è nutto Ar m Faunuieni 
non semo inolpemolenti , ma Legste ola re 
Lozioni fenzionali. 

Pi 1 genere s/ abbia n Sensini! dv n 
variabili £ per esse saccismo 18 motrice 
funzionale carente per element la deviate 


pars'ali delle funzioni cispello atte vaziakili ; 


Ho 


DÎ 
DA, 


dh dn 
dA I PESO 


Sa la mater ha cearottenstiea m, 4 
VE fferioni sono vndipencdenti; de ha carat 
tetistica x, vuol dice che Vani DA n fension 
£ possikila estrarze fpenzioni imc pewolanti, 
Se si fano m fumi : VILISESE (60-70) 
SI Suo tex) dhe sono fonsoni Adi funzioni 7 
gue 4 x dono a Low volta SFrunioni All 5 
be x,= (8 & 9 nea L)imea(8£-1) 
possiamo considerare lo Y. come Fruunione 
composte della EZ he pe “meno Vel ($, 262...) 
Se rogliamo la dervata parziale di rispetto af 


sof : Dl = 1. 2 DI IE QI 
“Si DAR 


con ((=14,8,3.--n)} 2 (=), n) ciel: 
(ax 5) { in) “ u E 3h) che e 


Peodollo dei determmanti fenuonali ci 


Inversione di (stema di funzioni 


Dale due ferzioni 4;V melle Ave sorrobili x,4; 


ui 4=v(/3) 1= 4,9) 
e sa oiverso cla zato Lo Jacobiamo: 


de 2 
PE 24 

Je Qu dw Fo 
Ix Y 


sa B 5 (0%) un punto che verifica sl siste 
mai ta Ufx,9) j Vr). 
Ponsome : Aa 0, x,4]= u(x,3}-4=0 
W{0,v, 0,9) = v(x9)-v =? 
Y2) : 
Casape d(#, (7008 IPTERO) de 

d(*,4) © d(x:9) 

identico a quello. ‘ya ° geritto e diverso da veto pu 

‘notesi. Penerb'esistono due € police soli funsioni he 


Veghamo trovare ue Aono; L= a (uv) 
ee Jey (v) Je quali soddafeno nel ‘ratorno di 
AA cio es ii a 
dele fenrica dale, 

Differenziando le fenzutni' dale cr ha: 
cei = 24 de dine; h 


sistemò lineare 


vispille a da, di 


-Se visotramo id sistema nelle incognite da, dy, 
con Cramer, notramo che il oelerminante 
dei e vorenti £ Lo Tacobiamo che addiamo 
indicato con T, percio” sostituendo la colonna de 


termi noti si ba, :- 


CA du Bi du 
ko 
J di 


dy dv 


e 


(IC 
dy-4(38 di- Dr da) (y-22de 214) 


, 
Pereio eonffon fondo 


bifferenziande ulleriormente Si ettengno di; di, 
e /e derivate percali del secondo sreline. 
dalla derale parati pra trovale, e 


POSSILILE ZENELE lo Sacokrano olelte 


fensioni inverse : 


dA 2% 4% A da 
Qu av TW VET) 
24 5 liete 1 de i (150: tupprdo) 
da DY Tax JI x 


Fercio Lo Tacobrano delle funzioni inverse 


el reciproco del determinante Facohiano 


elle UnzI0n) È date = 


II procedimento peo estendersi ad n fEneioni dm 
mn incognite o 4, 2 4 (x Lora) con(c=4,8, n) 
se lo Jacokiano € olverso cla zero, esiste uno 
col au solo sistema eli funzioni imverse ; 
sy 201, Ha --In) tm (j=12, ..m) 
dl cu Jacobiamo & DA tee,proco di quello ol 
fenato com le fenzioni' date x 


Nassimi e minimi di funzioni implicite. 


da data la funzione : fe.9) =0 


(ehe de iu ceto campo 2mmella coodimate che 
la sooldiafomo.) 
o4biamo : DE dx + DL cy =0 
DA Ci 


Se esiste un pento Pafko,4.) im ui la I È mox 


o min, n tale punto dova! essere: 


(68) 30 jr cme 


CA # o) (eomndizione pee «£ teorema del Din). 


® 
siga 
dx Q£ 2 
ossiamo Aenivere : dY 


+ DE ld a anche è È 
dx dY ca cia 14 


detiò vando 4' ha: 


DPL ZP 4 ‘DI Y I 9g yo 


Dx djox 7 "393 dY PI 
see af a Di y 
DES +27 Cei L+ E; Ie 


nel punto (xe, SJ Ai ha: de 


a (2É 
LE dA /pe%) 
(%) ‘2f 
d 4. (C225) 


I segni delle derivate parasali determinono 
dl degno d' 4, ; percio’ se < segni sono concorà 
y<o siba un MASSIMO 


Le DETTI seno olseordi avremo: J'>o e quindi 
un MIMO 


ELEMPIO > Fog +99"+949-2% -2)F0 
DÉ =9X+94-2=0 — 4 (0% Aostiltemolo: 
46,4) 2 x+ after] 2(ffrx)-2% -250 
at Air pllog S 


=D 
cio + xt 4x0 301954 


Nk 54} 4373 
(ad 9 -2 A RS 
79 At ht FT % <o (massimo );(914) 


DPI" ysex) 
(2 gh I \gir P ala (amvinimo); (4-3) 
Srl do sonsca e l'elise è figura: 


a 3230068 
4 2236068 
dex è ;Yet-i 
= MR 


Estremi di una funzione implicita 


Abbiamo gia detto che nella espressione di 
And finzione (mplerta : #(x,9,2,% ..J=0 nni 
sono caralleristiche pere siguardare una * più va 
ziabili come dibendent, o come ihnolpendente, 
percio fe nostre opzioni di messimo e A'minimo, 4 iz 
fevivano alla variabile dipendenti esphertata; (boxmale 
monte: 4%) nel piano e &f%3) nello sparò tridhmen 
sronale) von bamno più senso e 5/ possono ebrama 
x: estremi delle vavcabili 
Z ‘esempio precedente caleAdavo gl 'estremy én 4 
ed/colamo ca gl estremi n * A sg+ax zo 


orpé:(x = 3); sostitaendo; 44429 94% 5 454-230; gs 
VAGCIZIZZZIOR 53 (-g8294 ; #62) 


(massimo valra delli x) 


(DL 
GIA _ dle 758° 
i 


Bnehe {8:42)=0, ampettero estremi assoluti e max € 
ma relativi per Calle le variabili viquardate come dipendenti; 
per. (x +friuz)=o, in quanto Sono espliertabil le tre vavabilie 
facile vederne i campora sfua ; 4ojrciaa | 23 anch (8%) ; 


XS+4; por x5+1; Z7fM ; 420. fron vatone detta x). 


2! identita di Futezo sulle derivate delle 


funzioni omogenee 


Premeltiamo delle definizioni: 


Dicrome: monomio st prodotto di Saltori espres 


si ola. numeri, lettere, Aimbot' oli Itala . 
I 4rimboli delle vazabili possono presentarsi 
elevati a sotenza, iu questo caso cdicesi 
grade del monomio la somma degl esponenti 
eseupio : s44°2° È uu monomio dli grodo deri = S. 
deesi_ petmomio La somma algebrica 
d' monomi 
dicesi grado di un polinomio. <t grade mas: 
simo der monomi che lo costituiscono. 
cucapio © QX + bx4 +23 5x2 ( gueònte gra) 
Un polinomio s1 oliee emegeneo quardo 
tatti © monomi che lo costrluiscono sono 
detto stesso grado. 
Un polinomio con variabili. © ua finzione 
algebrica . Se 4 singoli’ monomi di und funzio 
me sono affetti da operatore traseendeuti ( 69 


du, cos, tas cu) La dentino È detta 


Tr0) 


Un funzione: pio 1%) Km] definita 


in lutto & sparo n dimensionate salvo casi partico, 
bari di punti su piauù passanti V27 ‘ncarne , A 
dice: omogenea , 0 meglio, omogenea positiva 
rispetto alle vaziabili > X4 ja) Xn, Quando 
im gualunge punto della Junzione ) posto un qua 
4ingue aramelto É>O (positivo), esprimendo 
Le 2; come prodolto Lx | Ai abbra,: 
ft7,t%, ora) = E"f(x, x) a) 
ore m'è il grado di omogeneita. 
Se sono nulle tutte le coordimate Jarrabili, esce 


X, 5% 3% = 0 jo Ai dai 
f(0,0, ---9) = tela o, ...j per eu 
£(2,0, ...:9) = 20 lenta mutando se moéteplcdla 
pa ino cutnole tx, tras ta 7 0 3 PE 


Facciamo alcuni esempi: 


DI Upg oni Ome ed gredo zero 


vid > al > È dx, fx 
GX +54 dél+5ty d +54 22 + SY 


= sea (E) - 0° se (sit77) 
(San quanto chi grado Zero (#1) poso pene du 
edenza fo di 11 fue 4 fatto rara --} 


Se 3. 
4 = de(t%) # É seu(x) . 


vediamo osa: 


:) funzioni omogenee di grado 4 


U= |/ax°+bxy + 02° +d4z . (puo esprimesi ) 


Uki atrbisty+elz+ diyte = sudo na) 


u = [te (ar + hag #24 dyz) = 


Us L|ax®+bxy + cx*+dga 

pal 
I simbolo di fenzione bi VAR accela espressioni 
di' polinomi dl cei grado pere Possd esset oLivizo pad, 
tu molo da pote endenziare : 13725) È FE) 

Ù 

S/ noti: t > infero positivo 
3) funzioni omogenee di grado 2 


Us IX + x5 + Ads) + 24 & +2fxg 
2 1 
usata Exy 4 alt) + eygt etti 


u=l IX +x@ +7 suli) + 24 e:2/9) 


addendi passo aree preci con jan 
de rune vitvalilario L'omegenerta dl) 


Resta valida / Le : 


| fl 68 +£ brrttxa “txf= È "x +Xg PA + %) | 


ore: E € su evidema rispetto crd f 


Vegliame cra dimostrare che La doorala 
di und funzione omogenea di grado lm" 


È unà Funzione omegeneà di grado: “m-4" 
-Sappramo ehe : 
ef 32 dle 
QE dx, dt 


DI bn tx, tr) Ds + CEDE 


dx; dA 


a 


sssenolo: te“ cotante xd essendo SE st 
abtramo : 


(PACE) Ven eroga r) 


DAL dXi 


2ibrar tenta) POI(IL fx i 


d Xi D ran 
ehe € La conoleone oli omogenee ta ; VA 
relazione può vedersi meglio se rindebiamo le 
olerivale pariali ritpell'o al ki co simbolo 
k. (ex, ta, tin} 3 TE (pa <a). 


Se porràmo È Ul > tx; P abbiamo: 
2 fi) = t° È fix) 


ed essendo: 


du; - x; 
de see 


si Daga PE fs "E 
> Sign x — SES nl"54, 
PA moftuplicando perl e sosbiluendo u;=%:È è 


si ha: 


x5 
È Dip). = mf, -..Ua) 
5 ; 


dlerivando si ha: 


che È l'identità i Eulero è peo Adeerversi: 


cain ef, 4) 
Me 


€ s' enuncia: 
2Se_und funzione € omogenea di gredo m 
dhogni punte inferno ol compo di esistenta, La 
somma dei prodotti delle coordinate di quel 
pento, per le corrispondenti derivate paruali 
della fenzone (rispetto alla condmata moltiplica 
tore)cotcolale pelle stesso pento. role il prodetto 
del valore dello funzione per il grado di omagene ta 
Per due sole variabili; 1a ogni punto P dele sua esiteun, 


fe,4) =X , L'identità” di Fulero Asa 


. (het) 


ze ac'ebagreg' AB corie i sfera set) e fl) 


«Se und fenzione omogenea in due variobili È eguagla 
fa a zero 7 puo' dividere pe fa variabile è mas: 
simo grade evducendto cosi l'espressione ad una sg 
la variabile e eso puo consentite risoluzioni foci 
badi. (Esempi) 

a XY 4 4x4 next, eg'ex'=0 
dridende per Didi ; : x 
e(4)+ fr (+ e(g]er so 
ove 9 € la muova variabili che pere essere una 
muova incognita più facile « cafeolarsi. 


51 noti che lutte le funzioni omogenee po: 
serve di grado m__possono consiolerars!’ integrali 
dell ‘equazione ale devote porzioli. (vt più avant 


0 capitolo ezuarioni differaniali).(Peoremo di ELeg) 
Se, per rimanere ‘n campo teak, consibleriomo “nm” 
intero, e si ha che la relazione: 
f(tu, ta, bin) t9(x 1%) n) 
e verificata quealingue <19 ll vobee PA pesto 
o negetiro oliremo che l'espressione è Omogeneà 
di grado Mm. (svomette la porca pestéiva) 


da più generale fenuone omogeneà CA 


de grade det fn 


com f3 funriove arbitraria nei suoi argomenti. 


Massimi e minimi condizionati 


Abbiamo gia accennoto che Peguazuoni sa (mp) 
incognite permettono di risotrere (espicitore) p 
incognite 1 fenzione celle restonti m voriakili 
(arbitrarie è garnoli indipendenti). Ap ee pet me: 
gho focalizzare questo, abkramo indicoto cor 
& p varrebit esplicitobil; e con X; le tenta 
ti mm variabiti. 
Consicderamo ona Aa fenzione 
Fr Ami YI 4) 
mele m+n variabt Lbegote fro bero cla 
n° equaroni indipendenti del trpo : 
£(60%) Ami It) -4}° con(i+12..n) 
Se /e n equazioni sono (nolipendente, La ma 


x da DEE 
Îeice aa ha carotterist’ca n sede lo 


Jacebiano EG Sa ca sia +9 e diverso ela seo, € 
possiamo Liguardare la . come funzioni dele X. 


CE, LA VA Variabili indipendenti. 
Gli esteemi Sella. : 


Lit n) 


Li hate ner punti ore risulta Hz 0 


erve: 


2£ de, +PÉ dii BE did di, +. A di, =0 


differenziando k n equazioni ‘amplrerte > 
ide RÉde +- DE dm «Bf. Lio 


Con (434,2, ...m) as su RA 


di n touarioni spetto agli n differenziali 
4 , d dn dy, , € sostiluemdone «È volbri 
pell' espressione differenziale di dfzo oder 
remo und relazione del tipo: 

Li dx, + Lidia + -- Land, 
e poiche” dx, , de, din, 5000 arbitrari 
precoti non nueti) dona essere : 

2,50; Lao ) -. Lu=0 
esotrendo gueste n° eguazioni, nelle 


n° incognite Xx , Xi, Xu Troviamo 


le coordinate, dalle quale, mediante «0 
sistema tu cui affiamo espletato le 4 


“uve L'ASISE SE 4 pess!amo caleofart 


le 4 alesse. 
Se queste coorolimate vernl'eauo rd 


sistema dato, cit Ae sono purrti della Zfx 


ove dE = o, A0mo A coordimalk estremarti 


Aelli.ky. 


Metodo dei moltuplicatori di Logronge 


Per ehminore i differenzioli My, dy, 1: dy ; 
nelle n equazioni differenziali 2 


DE nr did dn fd die Sedia 


con: IDE > PRIDIPRR »), ed sia 3) ga 


4Zz0, l=0, .. Ly0 (topradett) 
rmoltiplichià mo per DS ; a, sa ( per 
ora. indeler minale) /e stesse n equazioni diferenziohi 


e sommiamele eèlla: 


LL dn + DÉ he PL oh Lab, ua di =0 


avremo; 


L. fat E udt di Jo Miur (E + E RAL )da + 
DE ZA 34, + ar40:9) Je. Mello 


sata l'orbitrarieta' de coefficienti: 4 i, possiamo sce= 

glrech' in modo che risultino nulli è cogficrenti di : 

4 d4, d94,, sd enendo la £=0, donano & 

dere  plali” ancdhe ? cogfficienti di de, ; dx, MORE 
Eve dorconno soddisfare 1) sitema: 


BEE Ago (es) 
ara veli lla at 


Complessivamente abbiamo così il sistema di 

n equarioni implicite che determimano /o Frazione 2 
e le (0+m) eguazioni del sistema cia soritlo ; ob: 
biamo così (2n.+m) eguarioni par usotrere le 
fran) correlate degli estremi did € gh' (n) 
a: 

St noti che eco' eguivale a cercate gli eshe 
mi hberi Alla fenzione : F= fi LÀ, + pda LÀ : 
mella quale 5) consreleràno indipendenti Aule le 
variabili’ x, dd 4, ed è mottipl'estori À come par 


moltiplicatori À, 6 A 


è) 


temetri costanti. 
In pratica s/opaa così € si dice di aver ape 
plicato il metodo dei mettiphcatori di Lagrange. 


Lsempio 
nS/ cereh.' la olistenea al'un pento A = (x. 4,3) «da 


cen prono AK +64 +C2 + dz0 


(Roblema che obi;amo gia viso lo pa altre ve.) 
da dAatauza € la minima fe le dcirtause di R 
dar punti del prono 

Da eguarione del piano e da y(x4%) =0 

La finzione da estremare è : 
v- el Ar4 3 


da Lu one: 


Banullando le tre derivate parzioli dlella F rispélto 

od L,Y,Z; cè: DE:0; QEL0; RESO odbiano 
QX d E 

x) Aaso , 4-4) eo ; a) Aso; motbph 

cand e;speltivament pa a, he e sommam da, ot 

tepramo: ax+by+c3 - (axo+b4,4 cu)4 Ma+b%07) =0 

ma : axrbysez=-d ), pa cui: 


As QX +64, + CC #d 
al+8%+0* 


me abbiamo anehe: 


DT frate) 


Ss À (/at+4%+03) sostitiendo À 


Sa = ax +64, + Cz,4d] 
YA + 5% + c* 


Rrsultato ohe gia Conosceramo e che petero olfenersi 
olivettamente come diztauta di pia parattet di cui 
suo dito e [bho pa P3 (4, . 


combiomento 4 variabili 


Abbiamo id avuto occasione di sostituire cer 
espressioni © fieri di variobili con una nuova 
variabile che semplieri è caleoli. Un esempio 
banole e / integrazione co/ metoolo Ai sostiti 


zione. Vediamo  eriteri che conolucono dla 


sostituzione. 


4) Confiomento dele veriobile pdipendente 


pelle espressioni Aff erenzioli di und sola 
voriobile . 


Sd: 4° fa e sia: V: V/2,4, 41479”. ) 0a 
espressione ex , 4 € le derivate GY, Y. 
Cambiamo /3 vaziobile indipendente o 
con /a: x=x(1) 
ve: LA) € amò fEnerine continue e derivabile fino 
ol adne che gotta” occorrerci] 
Br /nvariena ddl differenziale priino per le fin 


zioni di una so@ variabile: 


fra 


n derivota € un sagporto di differenviali } 


pe defi izione : 


dq = 4} de 
dx = x; dt 
con 4 ed x fenzioni di 6 
ely = Y dx 
dy= 4% de 
cd oucora: 
dg £ 
dx x LC 


cimeli Questa formula va per definizione 
se La x £ la variabile inolipendente vole 
anche se CA Al pensano fenzioni di 
uno vardable te dy e di dono coleoebt 


Lisfoetllo a quest 'uttima. varinbile 


differenziando il quowente : Ax di ha: 


4 
LE), dp. Sh ALE 
d dx n) (dx): 
7 dj dx _dydix 
de)" XI 


sulla. seconda di Yg: pe È deferenzi ati 
dé ida, c 


di X 


sostituràmo al denominatore : 


di = (4 de) 


Cio . 


Con eso si sono espresse anehe /e dexvate seconde 


di Sa) 7) fenrvione olelle devote e/spetto a È. 


£SEMPIO c/o lare raggio A CUrdà 
turò In coordinate porametriehe : 
x=>%0); 9394) 
% 
na) 
£ = dra a 
VI 
sostituendo è semplifrcondo : 
= E 
ERRE 
vote, - tt 


Ai) Ad E) 


Iog} dx dx 


_ l'ad + didy - dà dy- -Gidy)h? / È 


(dx)° 
_ (Ag dx - Si dy)s dk*. SE Ax 
(dx) 
i Ae [did drdy)-sd% (dj k- did) 
È (dx)F 


sostiliuendo <a (È) 


P Ù » yu # ”# ) LU 
CABALA 


Ge) 7 (=) 


In moelo analogo si colcolono le devote 


Successive. Se X ed 4 somo fneconi dl pre 


varzabili : x > (64) ì 4° g/4,6) ; alremo.: 
du= BfderdÉde; dy- DI dt + dI du; 
« 3 da 


ali 2 di + 022 dedi +24 de+ 28 JE +2f d'a; 
Di dead LAI AIL A: 
di Dede nti de dtd DU di 


da, soibuive ella espressioni trovate . 


Il colkolo dei baricentri 


I calcolo, n generale, mueste il problema 
dell ‘eguilibrio | ohi cui si È gia' fatto cenno, 
e che trafferemo in seguito. 

Occorre considerare due aspetti del coleo 
lo; cioe: ber Masse purdifermi ” o per MASSE cn 
tinue". 

Porche’ una volta trovato ;l bericentro 
di una masso continua, per una classe di 
problemi, pesso pensare l'intera mossa cos 
me fosse concentrato in G al fini di ul 
leriori’ colcoh; debbiomo fare molta alter 
zione av legami che connettano fre loto 


l masse per tSormi trottate. 


Definizione o momento statico 


7 p Consideriamo un'ase tte d 
Mm port (ali x 
due a; A e B. 
2A etna SU (A Ppogg: € 
Ma Dall une s1 diramano tauti 


bracci, o una piastra 0 alle connessioni che, 

n campo grovrtavimole permeffono dlle masse 
7 

Di 0) 4 m , iSpetevamente distanti 


5 .Z PIRLA Pei verticale per £ age, 


SIR 


di trasmettere all'asse stesso, le azoni dli 
zotazione : mij= S }; mbi=S l mig = 53; 


... myinzSn. Tali awomi di ruoctazione 


sono dette momenti statici” è pocehe 


le deroni di rotazione possono ave versi 
opposti jd momenti state; avranno segno 
opposto, Per un sistemo piano di' masse compli 
mare con l'ase, assunto su segno arbitrario 
per le diga delle due parti vispetto 


all'asse arzeno che V'arione complessiva 


F= È mi; 


51 


del sistema di masse espelto oll'am 48 


È della momento statico delle mosse Eni 
vispello all'asse AB 


Si ha l'equilibrio alla ruotozione su AB 
/ 
se SG? 
Noi demo Barreentro oli un sistema 


di masse quel punto G ore pensandore 


ceoncentrota /a sommetoria delle masse, 


si ottiene /o stesso momento statier oltens 


to dalle singole mosse | e eso ‘spetto a 


uolungue ASSE n Loro Lo 


NITTI RENT sn 


Se l'asse € baricentrico è eviolente che il 
momento stotico è nulle. 
Jn un sistema piano, se gli assi di viferi= 


mento sono x ed Y ANA: M= £ mi 
o : 
Sy =; É Mi %; (nomente stotico rispetto ady) 


Des Z. nu, ( DA dx) 


Emi Cosidirate de G 


- Se il sistema di masse € uniformemen 
te distribuito nel piano . ( cio’ ovviene per 
unà lastra el spessore costonte 4 è densita 
costante ») armo che l'elemento di' massa 
dute lesimo du colato dol prodelto del rotume in: 
fimitesimo dl per la deusita’ (Ama rdv) € 
questultimo olall ana vee often per lo apes 
se :(dr=sdA) ci 0€ «| dm =(v4)dA | ca 
masso elementare dro 


e proporz,ondle el! Brea 


” 
elementare dA 


Perc” estendendo ai sistemi continui È 
usuttati ottenuti pe la masse puntiformi 
Mea rs [da = Y4h 


avremo: 
= jxdm 
J i 
A 


6 4 [gdo = (sem 
4 ; pa 4 
Xx 


a 
il 
& 
n 
$ 
il 


n -_nS4 
M Afdh si e A 


xa fyelh ; 


Foccramo alcuni esempi di Barreentr; 


—_T i 6 Di un segmen fo 6 = punto meco 


li 


A 


di un terangolo 3 


6 = Imneontro medioane 


A 


dun veltangele E guodrate ) 


G = Incontro mecdiame 


ni Li ed anche. imeontro diagonali. 


. di un trapevo 


G= imeontro rulla. 
mediama delle bass 


con la conguunbente gl estremi Sella somma 


ditte basi offenuta aggiungendo a cianeue 
base latta (4 bande spore). 


e d'un quarri latero 


G= Sulle conqun= 


genti i faricentu 


ole tiangeli în cu 


puo essere scomposto” olalle cliagonali. 


di due masse diverse 


RES vi, (© due forse parollele ) 
uo 
DS i Gs intersezione del Sg: 
i È Ha mento AB congiungente 
I 
Mi . SERRE ‘9 /e due masse con £a 


vella comquungente le 
punte delle due fera che le rappresentano he 
SI sono senmbiata La posrone PS uud, è opposta. 


masse unt. ormi 


9 = (42) 
! mi= 5 = (2,3) 


(45,4) 


W 


’ 

: 

’ 
® 

ì 

U 

CN 

| 


; 
i gui i - Smil: 20 
tI î 


9 RES) 4 


Sy= 94 +52+645= 46; Sr LE | Xg=2,3 


zo 


> 914 5:3+64 = 30; eri nihi 32 < (4,345 
Lo MASSE m,,Mmymy, possono essere © consumi giornalieri oli 

energia termica, 1h tal caso 6 rappresenta la più conver 
niente postuone della centrale generatrice 


Tr10ngolo parabolico 


(0A8) 


baricentro di un sperzata 


siano Aslur) ; B=(25:3); C3(6835), 924824) 
€ vertici della Linea 


sparata, onemo 


che le coordinate 


siii pata 

45 dei hboricentri dei 

singoli tratti soran= 

O Tao no: Gelse, 45%) 
AgRtX : 

È 3 (ES, tt) ; Gs(sp9, Iido). 


I 
* 
' 
' 
33 


de lunghezze dei singoli tratti: 


R8= Ve +04); then} ; Dore}: k-4} 


Numezricamente: AB #33; BC=Yiis , èb «VE 
Gy? (195;85) } Gre> (85 }385) } G3(6513); 
S = (ties +3,5V58 + 55/5) = 22,66 866609 


L= 8 + as +5 = 6,100396428 fx 33,459 


È 4, =2,936/2548; 
Sk =(e595 + sasa + 3/5 ) = 1, sat Sali 


firco di cerchio 


è 
L= 228; Sx = rimedo 
A 


Sen a = srl. > 


Jl baricentro di una linea 


Se fa dea È simmetrica rispetto ad un asse, it 
baricentro e sull bsse di sinmetria, e guind; basta 
una sola ecorelinata per inelividuorlo. 

Si 47 fa , etto Le=/1+5% de Cel 
mento di lunghezza , artemo che 
la linghetzo del trote. FB di 
Amea sara : Lug = pag ole, 
e che V momenti stati; vispel 


Lo agli dssi saranno > & 


4 
Sy fade / fe . 


È; Sx 
7) È de 


Fsempi : barrcentio della parobola.: VELLÙ 


& simmetrica espelto ad 4 ‘ke 30) i g'atmx 
b) 


di + )/4 + 400%x® de 


&* 4 e de 
0-# (Fr d(4m)X 
da 


° dmx = sech È 
L =L[oMYAt 


L= 3h [ile +L L 


L= FA 20X get e Qu senh(2mx) Î 


BE Ft + AE 
doc fs - freni fd = 


possiamo erdurre: Sx ss d 2 ‘Em :}* ed infegrare 
pet parte , oppore sortituire : G@mx)= aeul,(6) NE: 


ogni caso 30 etlrene: 


| Se E ele 


Per 314 ed mz1 difa: L= + jhaf24/5/e14389 
Sa 960688 è Je Sh » 0, 4098. 20,4 


4 3 a 


Bericentro di una catenaria 


Sappromo che la calensria e la configurazio, 
ne di equilibrio di una catenella di peso uniforme 
Liberamente sospesa a due pente A è B. 


B 4 
2 i _$= acobt) 
i 
i \ 
CES 1. IE PENATI 
y Ko 177 
Ù e 
o dI È 


Castrezzone grafica 


Rjportato n OH Lodiota: 4-4 abbiomo VA = 
= lunghezeà L di FÀ = 5 (voddrizzata) . Da & 

4 parollela ad 64 frno ad ineontiare in E 

l'ordinata pe % da E /a para bela ad se 

fino da 6. (Baricentio eli Avg  ). 


Coleolo onaltico 
Ja cosk(2) (equat. della cotensria } 


4 seul * 

dl = UZA +rò dx = coh£) dk (flomerto di lunghe) 
L= a seuh£) ha (lumghera di unramo di ascisax) 
Momento statico spetto adx: 


2 - fade ; fecale) 23) Fendi de) 
Da = di (ect iveslg) + È) 


GS Lee] t 
6 L. 2 Ae 2) 

Us g(eobi)+ 2 ) 

| a dra | 


Cioe L'ocdinoto del barizenteo sovrasta 
mela’ dell'ocdimeta degli estremi della grin 


dea: a L4 da cui la costrezone grofca 


L 


Il volume cei solidli di rotazione 


(7eoremi d’ fappo e Guldino) 


1° 7evrema > 

l'orco della superficie generata da nè 
lines che ruota intorno adun asse [ com: 
prorsre) e data Allo lmyhezza ella li 


s 
nea per /a circonferenza deseritta Sol suo 


baricentro. 


tserpi : 
r'supertree Calerole del tronco di cono 
a 


VARIO NI 


Se z>50 Ar fa /a superfiez laterale del cono. 


RvIZI/A 


19) Superficie torica 
I 


Sl= refer) 


2: [eorema; 
PA È 
L Volume generato dall srea di una 
superfice 


ona che ruota entorno ad un ase 
(compianore) e dato Ao Aareo Sella superfi 


eie mo/tipledta per fo ereonfrenza d 
c'e moltpheota per fa errconferenza de 
seritto dol.svo boricentro. 


Lsempi: 
VWelume del toro: = (2.600) 
INZIEZZZIA| 


3)Votume del eono generato del buaugolo tellan: 
golo che ruota imtormo l'atteza. 


-EHTL) 
VEL 


3) Calcolare /@ superfrere latenale ed il votume 
del sob generato da un quadrate di bk, £ 
: che ruote inforno ad un as 
ve parallelo ai una diagonsk 
e passante per un vertice del 

quaodrato, 
Sl sono generati Aue tronchi di cono offeccati 
perla base e svuotati’ di due comi. 

SC =(40X27 fr) = 


= PIZZIZAA 
ve (0%Vrga) }, | L47& 


5) noti la snellezza della risoluzione. 


Questo seconolo teorema ommette una 
ulterore sempli; reduone Giando si 
delta calcolare sl volume Ael 4oGo 
di rotazione generato cAall'area pe 
ba binea I°10) €5 cuso degli assi cortesi 
che couche cas di rotazione, 
Consideriamo dl tratto cdi Lea AB 
e lara che essa, foema con l'asse delle x 
areemo : A = [koh ; € sSupporiame di 


voler calcolare il 
volume generato dl 


l'orea pre Una 10: 


> tazione intorno al 


Lane x 
Fer trovare il taggro della conferenza de- 
scritta dal baricentro che, 4h questo coso e: 
Rec = aa 
nr sl volume È: 
Y= A8ReT = A S4 27 


V=36,1 


€ pon cccorte caleotare neppere / area. 


Cio rale anehe se lGsse di rotazione € 7, 
se ft 


Galera lara sia delinitatae della curva, € 
dall am |, 4 calcoto dell'area: Ax (xdy 
=_= ed it caleoto del momento 
“ » 2 3 
statico: Sy (244 , % 
rotume € aucota: 


V=-S 27. 


In generale rale il teorema: 
I volume del solo generato Ha 


un'area che vuota intorno dd un asse 
c dato del momento stotico ol'guell'area 
Vispetto a quell asse moltiplicato pera 


Laempi 
na K volume del soliolo gene 


rato del tangelo para 

Lima bolico ON'A che ruota 

iutono ate an H, 

” VA AM = (ha) pa 

Ve ALn Vezifi chiamo 3 Sefe dx = gib tna 
cui; Va Qhat Pil 

I vodume detta coviti parabolca sora’ d 

lume del cilimdio : 047 clininuito elel volume del 

la porti sfida &l7-4T- GUT (4 Au vela 

“mi Seno uguali ) e peste L'asa del tusargolo 


parabolico convesso AR = ab avtemo che. 


baticenteo Xe, d4IL. gal 5F = da. 


Analogamente si puo (Caleslaie di : 


Sl puo ore anehe cHe; Mnonento stobico di un'area rispt 
Lo ad un age £ Lt volume generato cla guebe” ao n 
la tuotarione Intero ell ape diviso l sugo lo ci sui ha rcertolo 


N momento statico sarebbe quindi a uguardà 
re dhmensiona/mente , come cl prodotto di unà 
massò per unò distonza divisa per langole di 
cui ha ruotato, Cee per unita Ai radente) 
Guesta offermazione Ccomtroria ol parere dei 
fisici, secondo ) quoli J angolo non ha dimensione 
fisico) .sanò molte incongruenze della fisco e, 


36 


sica, infetto mentre un volume è age IC 
dl momento statico di un'drea È (265 ad 
mentre 0 lavoro di und fina È tm, e 
memento ch und foro e" *K ‘am rad ® , e 
diventa lavoro se pazdiat; ruota Pr «n 
anglo Xn perche Lam pad = Kam. Apolo= 
gamente £ momento sliito di un'areà diventa 
volume se s/ molti pled per / angolo d' cu 
ha votate “up fl = ced. V= 3] 


Pes 


+ guazioni Li; E re neid// 


Le equazioni differencioli 


Deconsi equavonz differenzioli n quelle. 
CSpress on fs 2/9 edri che nelle quali figurono le 


derivate 14°... I ola 3%; oppure + olifffe» 
PERE , REI 


Si distinguono VE 
-ordinarie - quando le derivate seno fnzioni di una 
sole vorrabile, &]. 


A derivate parziali - guando Semo freni di più 


vatiabiXi, 


£ quozioni dif erenzioli ordinarie 


- Ducesi * Orone” di unà equazione differenziole 
l'ordihe massimo delle derrvote che figurono nel: 
l'eguazione . (Be fegero solo f' è en'eguarione del primo 


ordine, se fizora SE del secondo ordina... è cavia) 

- Avsolvere una equazione Aifferenwole SA 
grifica trovore une: ba {z,6,%) o) fer 
sind fonzione dela x « di tante costanti orbita: 
rie: GG, quort € / gadine dell'equazione), 


role che, sostituita con le sue derivate nella 
equazione dato, La soddisfi. 

Quinoli per vevficare se obbiamo trovato 
und vera risoluzione occorre Jare le sostituzioni 
nell'equazione data, ma il fitto che la verifichi 
mon € condizione sufficiente per offfermare che 
quella isoluzione È generale 

Fowhé nell ‘espressione risolutiva non figurano 
le derivate, € chiaro che vi soranno stati. dei pro 
cedimenti di integrazione, dai quali sono scata 
vite Je costanti arbitrarie. Percio la visolurio 
ve contenente le costanti arbitrarie è detta : 

Integrale generale dell'eguorione data; ea 
rappresenta La femiglia di tutte le possibili 
funzioni della x ( 4° fn) che sv ottengono atri = 
$vendo valori numerici (srbitrari) alle costanti. 

Z espressione esolutiva nella quale abbiamo 
sostituito dei valori numerrei colle costanti € oletta: 
Integrale porticolare e roppresenta ; 
LDA. delle infinite fenuoni della famiglia defi. 
rita dall “ategrole generale . 

Se 6 fevigla di curve definite delle finz 


zioni dell ‘inte. ra le 


enerole, ammele NR; 


curvi pi bppo : (E fe), ‘h guesta €spressio 


ne non fiqureranno costanti arbitrarie, è veri. 
fichera' l'eguazione differenziole dala perche 
ad segni pento dello curva inviluppo corrisponde 
un pane di una delle curve della foriglia espres 
sa dall; integr. “ale generole. ZA IS € delta: 

Integrale singolare e puo ’ anche ca 


versi Considerando le G 


de e 
fenzioni della x, cio Cw , a), 
Faeusamo un esempio di famiglie di free determina 
te cla un parametro”. Per semplicita’ consicecromo 
/'eguozibne: grati de ee uardiomo im° 
ome poromelio” abbiamo lo ‘“famigla” Selle 
vette passanti pet & 20; Y- DI Le invece 1iguor, 
dhamo 9° come parometro 9bbomo b {omo là 
di celle parollele ineliinote A in'sulh ass 
se: ci Si me 421. pi Vibzza che può 


detrversi = f24 ed anche [sporand 
Si ; 


cabili > 
SEDE ada LCA cd infegrando 


i Da 
Waly- 7f= ba [x] +e) < comsideraudo CE lu[m) 


abbiamo da ]4- 73 zan da eu: 


I-plrluri ciò 


Se invece avessimo considerato “9” come pera 
metro, / equazione differenziole ohventa: 4m 
cioù : dy= dk ) 0 integrando 1 ha: 4= one 
ove:C 39. 

Bbbiomo con cio cercato di car vedere Je cor. 
relazioni pra le costanti di integrazione ed A 
parametri di nd femigho A curve (foci. 

Come nasce una equauone difffereneiale ? 

-S/ puo costruire un eguazione Afferenole per 
eliminazione d' costanti , ere Hafa una: 
funzione h Saf, ©7670) 7 oerivaudo 
n vette: Sf(x, Ela ped) 


Pf ata) 


da 


Sr ha vu sistema di) eguarioni mel “n° 


Ineognite (G) 4 n peo determinare le gd 
7 

b bastamo N eguarion, Trovate quindi: 6,6, On 

D7n finzione di x, 9 BORE LA S, si sostluscono nf 


La. 41) sim equazione cimanente oltenendo: 


WIGRZZZA A, =0 


Che € lo nostro eguozione A î erenziole ot 
puta per elimmazione oli costonti orbtroria. 
Da cio € possibile dimostrare che data una equi 
zione differenziole esiste ed € unico suo integrale % 
nerale olipendente da n costonti orbitrarie . 


Come vedremo, è topi di equazioni diffe: 
renzioli ordinarie seno motteplre, prot'comente 
. ut Ra 4 Ù 
infrnti. E asslutomente necessario prima eli 


dnziare v calcoli, indivicuore 4) tipo di eguaribne. 


b/ calcolo delle CQUARLONI dif: 
er idli orgenorie . 
Risordiamo prrma d' tutte, le operazioni 


elementori del eoleolo differenziale : 
De fe) . d'ferenzionde : dy = Ko dx 


Z+/2,5) a he « Pl de «3h 4 
T3(xt 4) “ de= dx sdy 

Z5(x:4) » da = gh + xdy Ae) 
<= cin ” da = Fd 4 

<= X° ”» de = Y(3 des vba, 


d= adi - 29 x 
(- 9) ® 


Ze uut9)  diffevnziando: dz fete-s)( o)(cla + dl) 
z=f(x*3) Ù de VAERZOI 
z=f(x4) » ole [uy){3dx+ xdy] 
za) vale tile pg 


fee Uconoscere se und espressione differenziale 
€ un differenziale esstto 31 apphea i criterio di 
Schwarz. Cio accertiamo se sono uguali fe k 
e/rvale seconde miste ; l'espressione da esamrnore 
ss presenta rela ferma : 


Res h + @ng 4 = 
sad ey sono polinomi uu n «d y. 


ove: D, ) 


no; vogliamo sapere se esiste uno E = £(,9) 


val A 
tale ehe: de = Fog da + rigidi 


tiguardiamo l'espressione come Yosse: 


Ubon)= Perde, Aady 


ore derivaudo uttericimente per derivate miste si ba : 


ble) 


{sono «quole) 


e 


Noi abbiamo viguordate Res) come fer 


la dervvota parziole spetto ada di una 
cpofet. 237 (x,4). de : -__DE 
petebica 2:99); OE: ay = ZE 
ed abbiamo guardate dn) come fame 
/a derivata parsiale spetto ady della stessa 
per oca potetrica <=f4) ; et; Qi.) £ im 


facende A derrvahl seconde miste 


dz. 2h 
DAY ‘24 


di. Dik 
dygdx da 
Se /e espressioni sono uguali ee se 
@ Feng) = day 
DI dx 
alora (‘espressione : (CANDELE: 4 G,d;) Pal 
qu APerenrial enallo col esiste quindi 
o fenzione TFT fx) ( detto onehe 
funzione petenziole } fale che «l suo 
integrale Spore solo dei limit 4 ei infe 


grazione È: IC fe dii Gy) = (b - a) 


Z tipi di equazioni differenzia li 
Zquazioni differenzioli del primo ordine 


Ove: X* dI è dl massimo ordine di derivata che Figura 


mell' €94 azione , 


L'eguazione completa € dl tuo x 
Py (2,414) = @ 


ve Q puo essere una cortamte cd anche finzione di 29) 


Se L'equazione e delta OMOGENEA 


Se provirsorsamente oblramo nov pesto 


Q=0 l'equazione di cu sopra diventa: 


fe.4,9) = ed & detta: 


COLLA) 09 enea PSsOCIata 


Perche” per risolvere und equazione differenzia: 
l completa È necessorio tisolvere prima la suo 
omogenea associota, € importante Lprzare le 


equazioni difereneroli omogenee : 


Èqguaz:ioni Affere nzidli delT ‘adine 


“Lguazioni risolvibi aspetto ad 4° 


Sg Fx) 
pessno edursi èlla ferma: 


Peg da + Qasdy = © | 

35 hanno i seguenti casi: 

1) [gt Quo] o difererisle sole] 
ue - dar Sla (Shwoa) allora st vategra: 
1 (hay dh 0° (ay +0 =4=fy). 


3 gel) 


fo) dx + fa) dy =0 a variabit’ seporobil. 
ove Lo) Pa finzione ella sola x € % Pa fenzione 
della sola 4 , s/integro Aeettomente. 


3) | Axy + Ray de = 0] [coi cienti omogenei | 


erbe quando Reg e Pay s200 polmomi iu 
x ed iu gy detto stes do si dyde pax 


20 massimo grado < si pere è È =-£ in tal modo 
x 
Si riduce a variabili separobili. 


<) |g'- “i DE 45)] lruduciil a cogf omogenei | 


Un questa ferma € riolucibile a coefficienti omegenei . 


equazione limeare. | 


ore: fa e de) sono Linzioni della sota x 


5) ly + ff >% | 


eu importantissimo tipo di equavione ife. 
rene;ole oe/ primo otelime, nen omogened, chi 
cui esiste una lncil formula risolutiva, di 
rell'amente applicabile, senza fare l'iter di col. 
ceto attraverso l'omegenea associata. 

La formula vsolutiva € : 


(Pi 


ove la: <fkadx 
ef mo li plca anche la costante Ci. 


6) | Y+ fin Y = Wo ] | eguazione di Bernow;lli 
asso non € trmneore perche alsecondo membro fi: 
gura una potenza della Y- Devidendo per Se 
sostituendo: 4254" } Z'=-)y? si trasforma in 
lineare 1. 


D) |y' + Leo'+ Mo -Nevo|eguar di Riccote ) 
ove: leo ) (tex , Neg sono funzioni della sola x 
essa puo scrivensi si 

DZ Reg = Te Ro | con Ra Mo Bey fin. 


zioni della sota x. (5 trasforma ‘n una eguarione 


oli Bernoyilli.) 


E quazioni non risolte rispetto ad y 


dmmeltono vari tipi : 


3) Y ammetta più rodici :$L (23) ; 4{ (04); 


cdlceolràmo gl 4 integrali: 


IAN ECUAO è 

1(*19,6) (f(x) }  fa(y)i è 
VIZ, legrole generale sardi prodotto : 
| IZZO GEEDI Mili pi {E 4,e))= 0 | 
olei s1mgolr integroli. 


9) (£G, 9) | moncante delle x 1 qpera un combramento 


di vartabile ponendo : Log) ; e fa ed apphehiamo la for. 
mula : x=/ gi de, lai 


10) [f=3)] |wonconte della 5] 41 pone: 
pare d0) ! LE fa)? UH; dt - %o xt # Du 


Jo YA dt +c 


Fauazioni che st integrano con pro cedimento 
di derivazione CIntredacendo un parametio) 


ale ef + fo leguar di Honge-2aembek gang 


Sl deriva rispetto adx € 5 pone JEP=eon euo'se 


trasforma in lineare (el'onrmande P_svba Frategrol 


generate) Credi 1) 


1) y= xY+4(4) | equazione di Casrosî 


e nell'eguazione eli Monge sll'itto della eli 
mindzione oli P_con liguarrone dota 4 ha: P=£0) 
/à fermata diventa iMusorea. Per esempio 

di Ctairaut, e ehe 3) visolle ponende la 
cotante orkitroria "C" «/ posto A FA nell'eguz 
sione Ayla. 


1)FCxsi yo | Egrazioni. Omegente] (4 pim pn) 


* 
a 


IG des Qydy zo Î | fattore integrante | [rd d,3) 3] 


I metooli risolutivi 


Non segiremo esattamente /ordhe numerico dei 
Lupi di eguavmni proposti, ma cercheremo di pro 
cedere /piziando dai casi piu sempliei, Ynedicando 


vero il pumero ol 2iferimento. 


2) È quarioni 4 variabili 5; 5 i. de è geo) 


LSempio: 2 xY 9] Uk; PA = xY 


separando % zariabili: «a sa 
integrano Adivellamente ; 922 = fa eve 


La[4]= 4° #C, 


Si È vaggruppata du C, La cortante odolittiva 
dei due integrali. Se poniamo : C = bu]e] sha, 


Mti:$ cu gecé ] 


che e Lin legrole generole di Y=x4Y . 


pe gn; valere numerico eli © ai 4.0=9 Ps 
Liintegrale particolare : Ge sed = sfesT. 
Vesenpio > [x4F=19] >[46 = da 
widlolta a variabili separate, Cutegroudo: 


gi 7 - [4 Ghicai 


& nfi-y) dex + 6, pato G3 — bulet 


1 X o girl 
ig SE DITA 


I Z2V4- “i (legro/e generale) 


-4/° not, come +57 possono ollenere €Spressioni dAierse 
variando /&rbiteo rieta” die 


È molte importante vedere subito se le vorisbi 
di seno seporabili. 


YEguazioni differenziali sotto (ty dei È 


Prima sr verifica Se £ su Afferma riale esatto, 
per st imtegro airettamente ad y=c0t da da ed 
1) Esempio (Etre gar 
dDK+3) . 4 I i 
FICL6S) 4 VA poseno consrolerare: devote 
yy VR a 0 
3 seconde ar = 3yax “ 
sud fuarione £ la cei | ssime dala € 
7278 differenziati trollo uo 3 = f(x,4) 
i 
ali 


mali + (x°+ 4) di 


eco nor consicleriamo 


[e43]dy = dn dg (+dx> contante) 


IZ ZA - Le dk (ad 42 costante) 
integrondo: 


kes)dy = 44154+ Go 
I hoti che nella coxtante ohi integrazione vi possono essere 
olelle x perdute nella derivata parziale nol x = co. 
Sisog]da = $x° +44 +0) 
AMmehe qui 7 possono essere delle 3 mela corlan. 
te di'integrozione, na le due primitive delle deri. 
vate parriali prime ad x=ent d a 4= corta 
debbono essere uguali escendo srtgmaria menti 
la sea x=f(x,) perso: 

24434 + Gy = 94404) 

dal confrem to si ha: 

3 FX°+C | Cg= 3940 


percio”; 


GX +XY +34 +C 50 | e l'integrale generole. 
DINI {ferma implrertn) 


- dz 


dell'equazione dala od + Gatrg)da -0 


che Si ref 


cea differenziongo . 


Se esplertramo la 4 si ha: 
450) (thhgrale generale) 


IFTS 
evfice. Y= dI. 2400) +(54) _ _4gt_4 
dx (+3) 3) 


da cui : 


[+3)d4 + rg) dx =©| 


Lorna ('eguarione data. 


Se ne// ‘mfegrole generole pernramo C=36 


ia GY ECX4+3) dhe ge Lin 
di h j 24 1 d/ ha: His Lx14x 18 | 
Lintegrole particolare con C=36_ € «ua 
parabola ai cane vert, cole verso al fano 


che ha dl vertice V=(+4, -3) 10€ mon 
tagha l'asse delle ascisse. 


3) 4 gu EI4402)] differenze ol & 


coeffrcrenti IMOGENE (Gand @y deo 


Dopo aver verificato che l'equazione non & 
un Affreniole esso (Sebwar) e gaeindi' non 
pro rssolvesi col metodo sovaesposto, ed 
aver ved, cato ehe l'espressione non £ è 

rarvobili separabili, ali cu 'obkromo gra’ vito L 
Verificato che 1 due 


metodo risotativo 


polnomi V205 e Py SONO dello stesso araclo 
iii ah ) l  Sebaizri È 
€ guimnoi che Va equazione Pe efimiesi a coeffe 


erenti omogenee ,Si olivicde per k al massimo ipo: 
mente, 4 sostituisce > 4: t. iL t; Mi» Sc t 
x 


dy = (xde +tolk) e i an a 1a 


ziabili seporsbi ih n 


3) Esempio 3 l(x+9) dx + Y-*)dy = o | 
d(39) = 4 # dd -4 


men € su d'fferenniat esatto. 
diviclo per x 
Clase 
sostituzzeo bed i dy = (xolt + tx) 
dx be 4 tele thx -xdt bd = 0 
Gal) + (6 -)rdt =0 


(fee no im 
/ (041) separzb (2 


«mlegrando 
La]i|sftafte]- bl) He, = 0} (eh) 
Lf VE 44 re 


tegrole 
CHI4X (esi) Ja 


<) Lgua2/0Pe 2idlucibile a coefficienti emo: 
x ax+by + 
aenzi ” bi vio) 
VESEMP0: di [x zs4t3) 
ire 4 


Sappiamo che aggiungere © togliere cortauti 
ad un VI ohifferenziati guesto mon cod ia 
pereio” facciamo uma testazione oi'oss ponendo 
Keri Vuysp di Ah). 

y S*P.) na dex) 
scegliamo Pe, <f im modo che: 


a<+bf +e = 0 È a+ hp +e,=0 
FITTA d-25 +3 a: cefrep=ir=0 3-10 +1550 
4% +5A -4 = 0 k+58 -4 = 0 du Ha 250 

AZ «3-4 


sosti meno: 
ds. - Va X_e4 20441) +3 -.} K-29 
o 4(x-1) +5(5+1) 21 4xt54 


dx 
l'espressione e omogenea , quindi pesto ted. 
siha: dy = dt tds = dx VEE 

445€ 
= dk. (@ versabit' seporote) 


EE x 


PU 
e wdola a variabili seporote , ma la VAIO, 
pensione di grado zero vspetto ad x «4 34) pe remdera 


complissa l'integrazione 


SJ£guazioni differenziali Lneori 


Deonsi Iinesri quelle equazioni iu cui la 
4 e le sue olerrvate hanno esponente 4. 

Questa importante classe di eguazioni Aiffewn. 
ziali, per (0 primo adine, 51 presenta nella forma: 


SL fat = a 
ove Rag «Pa sono fenzioni note della x. 


In guanto l'equarione nen e ugraglota a 
xe {Figura Ao), non È nà eguazione omoge= 


ned, pertento per Lso/verla occorrera’ conì 


Srolerare /'omogened assoerata: 
[4-85 =0 | 


Prsolla 4a quale s (L4- = - Pe de), di 

mpone che verifichi CA 41 oUrere l'integrale 

generale; RT TEX 
[e Fee] 


fermula be puo gpplicazsi glivettiumente 


RIZZI fare lutti V passaggi attrorerso l'omoge= 
nea associata , tenado presente che eSad 
viva ai Ires, amche la cotante C. 


Veoliano, per completezza, come € stata 
eccavata la formula risolutiva 
Risotriamo l'omogenea associota : 


y'+ Pe Y =, .; ci = lode , LaJg}= —ffodee 
Fee 
Jet integrale dell'omo= 


% = cl genea associata 

Se poniamo abbiamo [y= vba uv] Gre « 
€ Vano fenzioni' della x). 
Vota /arbitrarieta” di Uev a cui sve imi 
pesta /a sola condizione |UVET]. per deter= 
pinare Ue occorre un'oltra condizione & 
cui debbono soltostore (anche questa arb toria] 
nor porremo : |l'+ lle =0 (ore v tiene il posto 
di 4, nell omegeneà associata, per SAR celtod 
-Sostituiamo ora nella equazione dotà la 4 
ela 4 arcemo. 

ICZZ vu) + uv(R) = Ue L 
Che posslàmo Sernsivete è 


UV + uv'+v co) = (00%) 


MA : (/* Vhy=0) per cui | Qa)/v 
fi ‘(4 = fl esta), = fi de e e ) 


Sot'liendo nella bia UV si fa ((reggruppaudo 
la costante arkitearia di integrazione } 


[se frode (fee Sgh e) Î 
5) Esempio  (prgrer] 


applicande la da 


#6 ef (fe) di e) 
Va enee(frrt +e) 
JI: ug LL e) 
1ntegrole 


PA AE 
J TAI generale. 


mea 
verifi chiamo: ra 
ge 2 e ac e 
MIa VS 
dommamelo : 5 nil A cav 
dY 70€ ce 
i (tornò lg. dota) 


Y+ cai = € 
Questo topo di eguawoni er fa portato 2 


solvere 4. di. non omogenee. S, ‘noti pero ‘che È) 


€ LOCA LNZIONI de. 


51 note che /e eguozioni d verisbifi seporobii , 2 
differenziol esolti, cd a coefficienti omogenei, mom 


sono In genere Lineori. 


6) Equazione di Bernoulli ye RI =Rf Î 


figura la potenza A che moltiplica Pe) (mon è lineare) 
pero’ con opportune trasformazioni e combramen 
ti eli varidbile puo ridursi & lineare. 
Infotti dividendo pe I° l'eguozione olventa: 
SY Pa ae (024 
n), 7° ny t è 
posto: a PL gf = 4" 
sostituendo e moltiplicando per (-m) sv ha : 


applicande la formula e/solutiva dell'eguazioni 


lineori <1 ba : 
si A «(n (7) de 
Z = pere gf A ;] 
Ma : SF 277) 


nf, eh steoffigh 7A) 
Y- {e {la fo fa Vere n) 


cobile direttamente ; 


sh 


e]Esempio : 
4+ ed )y 3)5* | 


vg data: 


A5 4 ( froromario } U-n} = "+ ; 
appliconde là formula risolutiva: 
gt Srh 7 esperta. e fretta ri 


Y» pr [effe fido] 
3° feta 


ya 4 integrale generale 
J dux (tre) olell ‘eguazione dota 


CA x 4 4 (21699, 


1° ua Cgref* (uux)(=2 +e)? 


* (mig 9) 
ded (ez 


Dadi iu 
I x (E +0)? 


=) 
ILS (Raz) GE cana 9 


(torna) o 


£) £ guoz!on, differenziali di Riccati 


L'equar. RZ USL] + Qu +Ro -°| data 


Man e lineare (3°), non è omogenea. fg, Ge) Ra) 
sono funzioni delle 00059. 


Per risolvere questo tepo di e9uSZIONI È necesoz 


Hò Crovare dun tntegrole particolare ehe ini 


chiamo Con LÀ (l'integrale parbicotare non ha & 


costanti arbitrarie). Sostiluendo Y, mella equi 
uone data . % + 2 + LoL +Rey "o >». 
Sotttaendo termine a tetmine dalfo equazione 


dela è ponendo :(È=(4-g] 35C+4) PI ZIENEEZZZA| 


L'ifati Qao (1-4Y444)F0 = Lalgt + REX} 
anfine : L (& +21 Wu)t = - Vo t° 


L'eguarione risulta cosi tras formata in una 
equazione di Bernowilli com (n=2), perero ‘ape 
plicondo la formula sé ha: 


E) 

SR 4) SRpe4@gh 
Z = (eh 4) (fan 2: co: 
Qecorte sapere come si possono 


teovare in tegrali pasticotari (4), © n quali casi 


3070 noto a provri . 


be invece poniamo :|4=4+7 | che equivale a 


#=4-| 50 ha l'eguazione lineare : 
T'-LQI fo) = Vo Î 


h cam do lo forme la: 
SPR pa e SD Roy de CA F Sears to + 


Se 4, eZ dono due integrali pertiedori + 
È i = L- Ò Srl 
Sega! SI VA 
1/1 fotto che, usotrenodo uma equazione linea 
re, da pero arbitraria moltiplica una 
funzione L,, ecoè: Y= C fog + %, val (inkegrà 
le generole e pene uu genero culegrà: 
1 dora del È po : be Gt &, 
ei auche . 4 VA = (C- Ci) Kg e gun ddivi'z 
plendo per a) ; MY-g a ha: 4324, 
SL CV I Lo 2 Cale 
A3% ERE): C)fy' 4, C-G 
revinoli Io : 4-40 = (4,,4:4,,4)= col. 
gr 
eri siropporto Ar quallio entegralo porlicoe 
tari è costante (me <9. cy Riccati] per cui 
se Sono nell lu infe roli porticotori la 


equazione di Riccati 51 (nfegra 2/Sotrenoo 4 


mel 4capperto di cu sopra. 


Equazioni differenziali del primo ordine 
non risolte rispetto dlla derivatà prima 
sf ammetta più radici] f(44)=0| 


uiso/vendo espelle ad YA ottengono CA) sole 
zioni (radici) = 6,4) i 4> Llx3); AEREA) 


C/asceunò di queste radici caya' il 4uD iude: 


grale generale del Épo: 

(29,5) } Raga) i ha (09105) 
Cip’ premesso chiameremo integrale generale 
dell'equozimne dala und espressione ehe 


comprenda. Lutti gli ntegrali generol delle 


smgole esoluzroni 


8) Esempio y°-ak=0 


gr+on i gierari ye 6; jenae 
PET: 


bptegrole gen erole dell eguazIonE dota. 


Prive di una delle due voriabili 


Sono del tipo: f(9,9p? ; f(x,4)=0 
Bbbomo gio avato vecasione di'imemteore entrambe 
le equauoar » esempi’ che, edso per coso, abb, amo 


risolto. Ora vegliàmo generalizzare. 


9) n. prive della x fy, g) 20 


a U 
i £ "lol no risoluzione dele 


- espresso porometricamente su È, 
erchiamo dnche l'eguazione di x espressa porde 


metricamente in È. 


Se ts è una radice dell eguazione:fe, -0, la 
cella dell'equazione ti bi Ye) € unà esrva integrale 
dell equazione data. Pe atti volori di 9° in 
un intervallo 1 cui WF o, dy= % dt ), na 


E: 
Je) 
ca dé 


d7 Je Sono le equazioni perametriche 


dn È che risolvono N problema . 


rsoieonaseroi 


Ysempio.  [S7-49+5=0]| 
poniamo: Me 7 Cale È ola cui sostituendo e ve 
sotvendo in y 41 ha: ; 

d za =(46) 


derivendo : 


Toe std) Mt. at- SEIART 


(€ -4)8 E-1F 


essendo : y 3 è 
du = EL) de 3; 2l°-32 £ 
fé de E (6-1)? d 


di: de El 


Ke (13 piatt del ha 26-1)° *-)-4|} 


€-1)* 
vw 155, = =i 
€-0) #5 


xa ate bat, 185°] 


Dist 
a 


Sono fe equarioni pasta e Adell 
RIE generale dell egudzIone dota 


19) Lguazioni prive della 4 


Analoga mente dl caso precedente si cerca di 
esprimere l'integrole generòle meclante ferrion 


paramebese he int. «ot: [E=&] [9%] 


ss 
U 7 Ù 
dy= Ydx = gif de 30= 5=/ Lf de 


10) 

Esempio: [gergeaco] (20) 
Lt 

4" fg,2t ch eci ne #7 

di Sbiegta. dpf dee patta, 


DL ) de (6-1)? 
dy: 2. He se Merate] EH, 
dpi de > da) 
dulegramdo : 

Ia FP Lul + € 

Re 


Lguozioni parometrrehe 1 È dell ‘nfegrole gaeta 
dell | eguarione data. 


spazi e comes © 


Equazioni che si integrano con procedimento 
di dervazione (Latrodueende un peremetto) 


Data l'eguazione: 5=fix,4) esplieitata in 4 


Juppenidmo mota. : to =(R,) avtemo: 


IS" f(x, Bo) 
Aq = df - PÉ di +26 dp 


evoe : 
dI y }p_ 21 
dx ui BEISzA 


ove sio passi bila integrare questa eguazione ae: 


mo che il suo rntegrale generole sardi: Fe, E e)=0 


eliminando Pc la 4= fx,È) csremo l'integrale n Y. 
Lisempre : I= Gn porte y'P- di 


avtemo: Di (> xP +22) ole vando 

Ay = (x-P)dx +P-x) dP 

di = X-P+ P-x)dP = P 

dX dX = 
era) dP = (2%) dx [px +0] 


sosti tue ndo: 7 
Y= re) x(x+c) +) 
Y= error setica +£) 

Soluzione generale 


4 £ quazione di Honge _DAlombert - Lagra nge 


L'è vazione | 4 x fai, + Ky) da oleuni alla 
ed 


di Monge, da altri A D'Alombert*_ Lagrange” 
altiò ancora semplicemen be: di Logrange! 
eventrà nel tebo : 4> (4), ord traltato con pre 


cedimento oli’ olerivazione , ponendo: 4=P. 


ST Arriva a: ; * 

P ot (lo E 
Spes fo: P-t) Cal o (attimenti lag. è dead Cid) 
afbiàmo | equazione CASSESE É attenzione!) 

2A di; Ù 
(P be = “(+ to 
dx _ - So 

sa (2-1) fe (P- 4a) 


integrando. fem la formula che comosciamo }s: ha: 


E I fe Se” (oli) Fd] F(£c) 


L' integrale generale 1 ottiene eliminando P 


cen l'equazione : via < fo uh) 
Sid od und tadice d'ell'eg. (P- fg) =° (Posta da noi =2010) 
usi giu (L- {)FOAconk-cnt) cioé ce 0 avumo, 


bestituendo) 9° blegral siagolore : [4 ; Fre] 
che sono rele 


n)Esempio > (Y= 4°, xY" 4X 
sù 


dy = eP+ xe (P+4)dx 
gi P= GP+)d2 4 (P+1) 
fer) = da (cara -37) 


x= € SPA 3 p)d e] 
xe € [frode J = vefarei seno] 


X=-4URi)t CE 
sostilaenoo nella 4= Pafe)a 


Y= =pie/P*- i) + cE "P+1) 
Y= -P'+2+4+ CE (2) 
Gig Ps C(Pel) +2 I 


costituiscono -: gerernle dell'egusrione 
ola tao i 


Sstemò di eguarioni 
parametiiche sa P 


1) Equazione di Clairaut. 


ove, tispello ell ‘equazione precedente 7 LF P=9 


fosto, ul solito VE P_sria: 43 Pa +t, 


diffevererzudo Pz dt = Dx (SIRIA 
RR EE 
7 sì 
PEP+ (x+V)dL 


ERE] RES] 


cwe -|P=C lE costonte è gl integral sorenno? 


Y=Cx +0 


cioe delle velte . 


VERSI s suctak) 
Posto: Y SP 


4? Pr parctyP Pa Pe (cud_)de 


E 


Se avessimo preso come v) dota 47 Chi + 


13) Esempio : 


arummo avuto d'eguarione : S3CK+C uve 
Y= c(X+1 che 4 famgra oli vele panni pu 


d punto (x=-1}.{4=0). 


Le eQUAZIONI differenziali omogenee 


Perma di affrontare / aagomento sportiomo 

Il teorema di Lulero (vedi anche fenzioni omogen®) 

Consideriamo l'espressione: 

by 2 VAZZnE e 5 (0,43 varco) 
#7” 


s«derivando vspetto a t: 


Foe Lar file, sn) (o ppt 


flare He fto sort) 
ma per rdentita’ oi Lulero de; =0, fa È A 
=(costante), 0€ : 


dx de xa c =(costante) 


per Ei 
Abs bas lr, f(x,%, Va) = C= cet 


sostrluendo( date l'orkituarieta' della costambe ) 


e/torna: 


(64 6%84 tun] = Ex, Aa Ka) 
ciù vuol dire che - 


Tette le tanzioni omogenee, pesrtive. 


di grado m, sono integroli dell'equazione 
alle derivate parzioli (Tesrema d Zelero) 


4 fattore integrante 
Torniamo ad equazioni def l'ipo: 
Fay di + ny) dy zo | 


qualora l'espressione 20» sia un diffe 
cenziole esatto cio€ . 2 + e la 


Porche l'espressione y, essendo 0 A 

vero, peo essere moltiplicota per dn fattore 

qual 105), senza che cambi; &/ domandiamo se 
9: d 

esiste uu fattore Fu tale he tendo l'epress 

sone un oAillerenzyok eso. 


Vale fattore detto: {bifore infegrante , esse 


sempre, an! ne esistono 7 Gnite, trote uno, 


<, puo ra /a di ehe / “som pren 1 IA 


PL 
Jofotti : - af dond esere fo De. 
gg» | ; ly 37 
poriramo: er DN RAD | 
Be (09) 


0A > sf = Upi: 
leg di + pe Gygdy = 0 
ea: DI de +2£ dyzo 
(e dora” essere Cale da soddisfsre la condizione di Sehucanz) 


Facciamo allen esempi : 


Av trovare «L fattore cadi si accerta A 


a SO attra allora pap 
CET 


)Esempro : [fexs 4 AL) hs (x+4) dy q 


= (ex + xt, 4) pi Ple 2X 


ge fesa #4 ?)- IA, L)- 4 


ri . = 


DELL ese : 0. AG) oe | QU > 0 
% dI x PI 


35° sla amemo. 
5 dE ERE - dk Lf; fu=e] 
adi e“(2x9 4254 «p) hs eg] =0 


che è dleenviole di [pe ge =0 | 
Aiffrrenziondo con lè regola del prodelo 
petit) get)]b a fetg]» vers 24 ]dpso 
e*(2x9 +04 +) dx + e(x° 44° 30 
BL- eleng) < BEL elet). 


Esempio: 
I x +4) dx -&x9)dy 20 | 


Qi 24 È han 24 (diverso i/ segno) 


aleP) _ @ aa 2 
Me ea 
de ip x; 


fi (Re Li)dn - em 


2° 40 «ff soli 


Lak— (1) +c=0 


S/ fatto di poter deciofere Ae e dolo finue 
# Vai dn 
ne della x 0 solo fenzione olefla SJ, me VAZZA 
la determinazione VALLI Ul. “0; è26_.-0 


RI 


09 
su si #e 40 È Hdi ‘Dre TOEZI) 
dx, x 
ni 2 duo integrale generale 


fe (719) 84) È tiuccca UN fattore integrante let 


) . . 

Ciguerione stessa, percio se comosciamo clue 
lov integranti 2 

S si cca (718) 

È de a. 


Sete‘ equazione 


astomo che E° € 
10x49) 


E ILL 


Eguoztoni omogenee del primo ordine 


Abbiamo gra trattato un caso particolare di 
equazioni Aiffererziali omogenee ol con Ma 
cela 4 detto stesso olo: “o” ner coefficienti 
79) € Gy) espetti vamente di dx è d4 e che 


abliamo chiomoto a coeJf even ky omogenei. 


Consideriamo ocra l'equazione: 
FE (*9,9)4 
che per essere omogenea di grado » espelle dl 
x e) a 4 puo serrVersi: 
| Fx, 1, 4) f DS" F/x4,9)) 
dilrolende pero x 9/ massimo esponente ‘m° anumo: 
F(1,2,9) = £(x,49) 
€ ponendo 4 = t. (come abbiamo fatto Vasi le 
eguaron a coeffrerente omogenei ) La funvione 
diventa è PC È; 4) =0 e Ade possiamo eis otvela 
Eispello ad 4» de s, violuce a coefficienti, cito 
qurei. Na se Yu men € esphertotile, poriome 
Reza: Ue 


di Herenziande È 
4= x q0) abbiamo: 


dq = x Giy dt + Gu) dx sefvcrile : 


confintaudo è due d4 4 da: 
(de- fey) d* += dt sa 
nella guele È possibile seporore le varigbili ; 


dx. I) SA de 0 
= * Gt) 


Pe CAL » J D) 5 


xe Ce 
Î 20 4 
3° <a) SFr” 
Lsempio (Cs = x ah 4 €) 


ge ese . oy= ca 


differenziaudo : Jair diha: odg= td px dt 


c) aude 


confrontando (© due dy: 
tdi adi = da 


x de è (eept. 4) ds 


bug [EV ve 
mob) è - at 


Let) dé _ 
L= c Sea 


la = cb efron 


L9UIL/ONI dferenzioli ordinarie 
d'ordine superrore ol primo 


AH tipo più generale delle egudeori ch, erenzioli oli 
oteline n con varrobile indipendenti x e olppenchu 


«feriz -) 
EZRA 93 S]=0 | 
il cu integrale generale serd del tipo: 
[9 GG) i) 
de la Ye espliertabrle o 
V(4,£,6)G, Ga) 
ove la Y È dunzione dello X è di n° cotonti 
arbitrome fali (fa $ puo'anche essere consid 
rata um desto di cedine zero in tal senso 
de È È funzione della x è = Ro4°=0 È una 
equazione differenziale bineame perche & deuvate 
mou fauno esponenti, , omogenea perche uguagla 
la a vero fa E. fron soneble omogenea se jose = Q}) 


Procediamo con ordine Ljpiazondo le vVorre 


eguaeoni offer enzial, imgiamolo elk eguavo 
hi La crlmenk guadabili. 
VAGLIO, 


2 inte rale é s 


SJ folte) £ c,(x") + GK, ++ Ga] + e] 


ESEMpio: Y"= deu (x) 


"= - COM) + Ci 
Y= deu) + CiX +0, 
(= cia) Y= coke x +C, 


4d eguaroni di questo tipo sono viducibili 
quelle espressioni uisolObili du 4 fa 
Esempio: 

cy CA] x =0 


u_ o (344) VA42X"44 -hx* 
J si 2X 


PIL 

Y”= ves a)t (xd) 77 53 Di 4 
_ a aut 

big ani A 


LI . ! ti . 
Lage; Seprio. qrgK+Gx +46 

Au 4 Cp Y= a lux += | x: 6A +C, 
4 +0; Jaxl % xbafr] +64 +, 
Gel LUX + RIE + pra GX +G 


{paniere ] 


Come si vede le due vadier di g° pertano a due 


integrole generoli abbostanza Aires pur monte: 


rende... le 


ofacmana'ilisprassione. 


£qguazioni differenziali /ineori omogenee, 


I determinanti WonsKiani 


£ questo una classe di equazioni differenziali 
particolormente interessonte, del tipo: 


BS bo ft. + LY Py Pyeo | 


due : fa lana RP, bono funzioni della x. 


Gualora i R° fossero costanti : 2, Am i De 


d'equazione viene delta: & co0ffrerenti costont,, 
Gualora PA polinomie s/a uguaghoto a Pe od 
anche cotamte , sy srAuce / eguarione nen omege 
nea @ questo c/lam Come ‘omogenea associa ta”. 
Questi tp di eguozone saranno trattati’ nel 
seguito. 
fo /a nostra equaèione , de, ,9,5 Li 


sono K integrali’ partreolori ciascuno A essi . 
S , 


verifrebera’ l'equazione dota . 


Focehe' l'eguozione € cguaglhota a zero, 
mollrpli candele pe cena costente C non mula. 


Coe anche se gli integrol ahi elori tono mol: 
li «pieatr ber costanti; Fani lor | revigcano 


Infine anche : 
bile Gy+ 4 c4GY, 
sardi uu nfegrole che verifi ehero” l'eguozione 


Qualora K=n avremo: 


Los GY + GY 464 che € 


ul 


un integrale ehe veerfichera' l'equazione di 
otdine n; e poche dipende de nm cortanti 
ourbitrarie, ci domandiamo de per caso n07 
na £ integrale generale o, quali cond: 
zioni erehriede per enalo: 

Derrvando (0-1) elle / espressione: 


CY4 04,4 1000040 = 0 
abbiamo: 

Gy' age --46,I, = © 
Gy ‘64 + crt -0 


PE €; 
CY ef VIETRI Ci 0, 
In questo s;stema lineore omogeneo zriguordis 


mo /e C come incognite e scuziome il deter 


minante dei eventi ; ehe simbolaggere 
mo con la lettera W sy e chiamato: 


27) elerminante Uronsk,;sno0, te: 


Conolizione necessaria perche 1) sistema 


lineare omogeneo di'eui sopra, ammetto soli 
de dA € 


zioni @7 che s15 identicamente nullo 1l 4uo 


determmante Wronstiano /w-0). Ma essere 


nullo il determmnente Wronskiano imphea onehe 
che /e h fenzioni : RA 4 4, SANO limear= 


mente dipendenti (mel compo jo sui tali furvioni sere 
finite e continue 
de n fonzioni: 4,4, -- 4, 20% sono lineae- 


Ù 
mente indipendenti se esiste fo esse una 


relazione /imeore omogenea a coelferenti 

cortanti (en tutti nulli} (Wa o) ceo esste: 
GI+GY+-- 4450 

oe È possibile determinare n cotanti Cc, G; 

Cn rn lulte pulle che la venfichino, non € rinece 

possibile detenninore bol costanti se le 9,%, 4 

sono fra_loro sndpendenti (W£0). o 


Quindi il delerminonte WionsKiano serve ad inclieà 
re sele 4, 4,0 © Im Sono 0 meno inclipendeati 
E. s0 + (penolenti) esiste (G4grago- “4, 0) 
7% ndipendenti] men è potili4 trova 4 1 cata 
se A di lg rei ln (IARI 2 Gg) 
Reaola di derivazione di un determinante 
(erplicozione dl ilronshiano) 


Sabbio vu determinante roppresentato dollo 

sv; luppo simbolico; 
DE ZETA, Za, Boy > Qnim 

ove le Gig sono funzioni dervodid cella 2, 
dewvando abbiamo: 
DS QI Amg +10, on UA 0, 

und 

“La derivata di un determinante è cata 
della somma der determinanti: ottenuti derie 
vando successivamente /8 prima , la seconda, ... 
2 /' ta 2/94 (colonna) 


Gpl ebiomo questo regola al deferminonte 
WiensKiano; notiamo che derivando (a L'erga 


diventa uguale sla, seconda A spe squali 


delerminorte rallo). Se deriviamo la seconda zigà, 
questo divento uguale ollaterca, e così vie 
salvo luttima uga . Quindi tutti delermi = 
manti della sonmotoria che esprimono D' sono 
nulli solo l'ultimo. 


ceo per derivare mu determinente 


Wionskiano, basta derivare lè suò ultima 


vga. (munchera! /a cià della devota 0) 


ed  Seteminaste sora’: 


[RI ETA 
w L- % 
Data ti 


-S/ peo dire ehe; de mel campo (a) 5: ha: We 0 
e la matrice M ottenuta sopprimendo lultiima riga 
al determnonte W' ba , pe ogm panto deb) coral: 
beristica (1-1) @llera le n funuoni 4,4, 4, 
sono linearmente legate ed esistono n costanti 
Coil 5 {non lulle nude] pe ew si obbia: 

GY+ Ada 01,30 


Vata /orbitrorieta delle costanti di mie= 
grazione obbiamo che, affinehe' l'espressione: 


Y= CL 4644 +64, 


Sid / Imtegro/e generale dell’ Co po e 
VA IR EIETETA ALZA 


é necessorio che d loro Wronsksamo_ wa 


sf + : 
diverso da zero zero >» i Ms T of. cu 07 puro 
del coecpo (49. 


Cioe de: 4 Y 4L_ (prgrli porbeolari) 
devono esere lpeormente indipendenti 


Lsempio : d'und equazione differenziale di terzo or- 
dire,.s1 comoscono gli integrabi particolari qerr420 4 
Per vedere se uma espressione Hel tipo: VESIALSA] 84, 
È du integrale genenal pacciome 1] Waoms kiamo è 


; x i ptgadi to ta {= ax fo 
— 0 26%) 4X3 La ; 

; ; (indipendenti 
o 3 3 S PARA sntegnele Li 


Possiamo rmporre condieroni pe vsolvere le 


costanti : Vil x +4 gr « trovare Soluzio 


ni pazlicoCari . (pe es peu x=1} 420; 4/24, 4% 23), abbomoi 


= 
ti 


vai regno + CE ad 
Ys. GX +3GX° + C, +20, +30 3-1 


y'= O +20 +6G%* > o 2064003 =2 


3 2, 3 
integrale particolare . VEEZIZZIONAR 


= ; a ) E z o mfe rl 
4, Q@G= A; G50) G greli 
i; -0 : €34 © -0 particolari 
d Ce {O TETa E RT Laote 
4 


j dh ent 


Selena fondementole di integrali: di una 
e9402/0ne differenziale lbeore_ omogenea 
Formula di L'icuville 


__So abb6 / ‘eguozione: 
CITSSSTTRIOE 


tm fo ; 6; E; funzioni continue in un intervallo: (5) 
£° possibile castruire, jin un intorno di x. in (2 4), 


n integrali particolari ‘Ih, 4, dell ‘equazione 
data, che siano lneormente indipendenti. 
Consideriamo infetti DZ qualsiasi’ determinante 


di ovoli'ne n, a termini cantanti, diverso clè tero: 


Hu Ka Kon 

fai Ka Kia 
-D=o pe Fo 

UIPENLAA tmnm 


pre aguagliore lintegrale ; bg Ma i DE Kid 
Vos leg” Ki . PRiche D Sip dal a fo 
gi n snlegrali seno /neearmente hd pendenti : 

È possibile dimostrare efe: W'3 - Low Ao 


eu ‘/ibegronolo i ba fo notevde formula di iL PIVIZIA 
da 
His = 0g e 


nua quale esvecdosi Mat? Aeg Mat © 


£EQuazioni dfereneioli lipeori 
a coefficienti Catanti 


Lonsicdertdmo 12/213/mente uarcioni Oneari 
Omogenee a coslicianti codanti 
Pueste equazioni del tipo: 
(ft ds? sapragragzo ]. 
Indipendentemente cdoll'ordine dell'equazione, 
41 risolvono tulle sostituendo l'oroine clelle des 


sivale con esponenti su una nueva incegnita 2 


che iu tal modo formera” /a cosdlela equazione 


caratteristica 
gt a, 7. cit avaltal+0,:0 
De e. « 


na) A) An Aono le tadier, dilee 
pa toro, reali’ © complesse della eguaz caratterista 


AaNUMO | 
LX 
se Gee... Ce | 


che e | fategrale _gerera/e. 


Se nel polinomi Vi sono 


ci uguoli 


per esempio Vi radre; uguali cosi che 1%, Ca- 
volersi possa scurvezsi : 


VELE, N (2-4) (2-4) ..= 0 


glventa: 
4: cente gr ge. cate” | 


Wwel caso di equazioni le) primo ne 


QY Udgzo (69. chill. dota ) 


az +L=0 (59. coraltivistica.) 


As A per cui JESS) pn ce® | (Agrali gurcrol.) 


alerivando : | c{= det BI 
aY "(icet)=-b5 quinoli: 
ay DO =D che verita la CA 
Nel coso di: equozione differenziale, Hnesre 
omogenea , a coefficienti costanti, del secondo 
ordine, sm generale s' ha: 


[as + Ly'4 su -o|]+4 cet 


let Ue 
% Lt V4° sac ste dll 


N 
x 7 F 2a 4 carallenst;ca 


Y= la GRA G i integrale gqenecale 


Se le raclici seno teali e direrse l'Integrol 


genera le vesta. 3 = Pop i & ti 


Se le vaolici soro real ed uquali l'infegrak 
generale dirnta: (emo o, 30%,= 4) 
y- ene 


/ 
: W pito 
43 C+ GX) € 7 


Se /e tadrer Sono complesse dI, = z+ig pugteigi 


PA integrale enerale oliventa : 
RTCAA-TASA 


abbiamo mdierziolo con zero 4 due costanti 
iniali G, e G per trai lormarle. 


45 e (Ge GE y, 


poniamo : = Gy 6h sie e-af: 


2, 
k 2 
sostituendo all;iamo: 


pren (aeP es 2) 
rx 266 pe Lyk p-09K 
"o droni dio) 


ricordlaudo /a NES complessa: 


arene] 


Saempi : O) (eg. dala) 


z°-AZ+12=0 (4, caretteristica ) 


ali < 2 F3VF 73% 34 
= PL. 
ky 7 Nt 3 


Vi È el, Ge (integrole generale ) 


(ga) 
PAS 62 +4 =0 by lavatteristica) 
(-3)=0 2,3%Z,= +3 
Ch G ee e g ; 
D role 
FZICEICESIAl | pt?) 
Y"-44°+6254 =0 | (eo. dote) 


0-42 +25: 0 (or cararteriibcà ) 


Au 44-25 A+) } rabiei 


complesse 


da 7 è \l- 85) 


[FREE 
pe E (Gengoo Guia) | (324) 


Possiamo verifreare , visultati derivaudo 


quecessivamenti gli integrali generali 


veri ‘ehe è 
4) = ae" ge ; Y=4G ese”, fa sacge” 


ye 16099 €" 
-gy =-28G e € 


VIRPIELICI META e 


Y"-39"+124 o i) (toun) 


CES 3% x 3%, 
ye ce+xGe” > Yy=3G€ + erge; 


n ju 


Yugoesel 300 9xGe* 
tal 
VORSLIAARI CASTO TA 
— ly = ABO-CG e agexe® 
Gy= Ie a9 xe” 
Y"-64 #il. #2 (rea) 
ajyz e(Gentxe Guugr) |; 
yraeaendr e Gata) + c'(-gair +3) 
Y- e(Eeeà + pasta) 
UA = 204%, CELEI ta su) + el LqauZa ga) 
Y”= e”(JL GC cosgx Gaza) 
y'= e"(3Geoagr Lg atx) 
—ig'= (Gand: -Lquada) 
GAS 4= +54 Sr 45, enix +456 sutx ) 
Y"4g4sgs= © (Foa) 


£ guozioniI ‘near emaenee, a Cosli- 
MOZIONI (INCA OMAENEE , a cos = 


moneonti di 4°, (€60 del tipo "8 =) 


L egnasione cavalteristica: 

23 4° =0 {= contanti ) 
do cu: ZzthA gppore : D= £ ih 
DI nel easo di: 


So] dh 
ga € er, cel 
persa Call 5 ceh); «4 pabibrarie) 


= 23 \ 
Seretpe se pe) 


DA di =0 A fa - 


fenondo : Ki Y K £ : SW : 
an FETTA di (04 2 (di x Acer = Min ce, 
di ha: ; 
- 5 y Giai 33 
Sed fig ef Kong e Mau € + Key 3) 


AR 


si To cant anani 
pae. dI 
Val Vaaa 
JK cospex) 054 - KE 0 iuef 


RO 


oe Ke f sono contanti arbiferi. 


3) pel caso generale : 


4'-Sj+Pfo [+ 2152/50 
de radiei : ff ne 


d 
A=0>(=f pix ced: Y= (+62) 


D 

A yo AL (tuali) + Pi ge ce 
D ie IE 
5; {3 + (Ge qest)=4 = 


sep) =| 4 ke (enpe ei) 


È qQuezioni di Cerenzioli loeari 0 mogenee, 
a coerenti costanti, di'ordine N°/qualerssi) 


Vale per } equazione corafferistica guanto 
esposto per le equazioni dj grodo ni C0€, se 
he dispari si ha almeno una radice reale, 
mentre Je eventuoli tadiei complesse rano 
a coppie di due radrer complesse coniugate, 
e gavindi siduerbili 4 seno e coseno nell'inte 
grole generale. Le radici seali, doppie rn và: 
lore anduto 2). abbiamo visto ehe possono tile 
4, a seno e coseno iperbotieo nell'integrale ge 
nerale . 

Nel caso di radiei multiple. : (£ -<)"=0 ; 
/ integrale generole sora : 
[ae ae e ae] 


ehe peo | seripersi : 


pela 


Ma l'equazione coretteristico di grado n, 
supponramo abbia radier 34, if caeliei =; 
Le radici =; ..... 4 radier zo. 

$ k 


ee + tm) 


(d 


avremo il sistema: 


4 
MITO SE IE A 
st 
Et MORENO (LI 
Pi 
es (4, x RE DI Ki) 
che è meglio Scrivere: 
LAOS, XE xl 
pur, ne, Ke xl les 
gi ge e la pet 


poiché È poss sbile diri | che de n fenvoni : 
CO SE (ua 

elame 4 integrali particotari (lrearmente odi 

asia Dogi ‘equazione : î 

[5 = ang" dn, tas SERIA 44 04 + 24 = 0 | 


<e n fenzioni Ércarmente indipendenti ddl siste: 
ma Seprà screlo, Govmemno dl sistema frda: 
mentale dell'eguazione stessa. 


Corale anche se | eoefcienti “2 zestante, 
“x i 


seno numeri complessi . 


Esempi di cadici multiple 
O) [4° de 44% 44 =0 [ (equazione dote) 
2% +47Z +4 < 0 (egucarione caralkeristica ) 
e 
eroe ; (+2) si od 3% =-Q 


| > Ge”+ que® | 


cd auche: 
ipa (4 +GX) (integrale generale) 


verifiehiamo derivanoo 
- car a, 
ya 20€ + Ge - 2Gx € 


Y"= 440€ - 20€” - 3 EP4+ 4 e 


ye 46 ex AGC PLCKE 
Sostluiamo nell epuazione data: 


oese Te a ca)ise e e) 


1. esalta ver:f ca fa . 


4br- 5Y+y'-185j=0 | (eguarione lol) 


= (e-z(qu caraterrifica] 


L31824 5E -RS3O = 


(= Az = +5 
[fe Cal SA 


che puo verificarsi derivando. 


(PA ‘erat e genere fe ) 


If -#4*- <Iy' - By= (è) Î feguaz. data] 


Fr nz? + 49% - 588 50 feguar . caratteristica) 
di’ radrei «a Tae seril; Ia z sai] 
porto od un integrale generale È 


EE Gel arr» È cir 


che, pet guanto gia' detto puo Seviversi:  (py 409) 


= E e + E” (QoS + O] 
4) Y"-Y"-44 +4 =0 | (equazione data) 


23 22° -47 +4 =0 (equar. cazalieris tica) 


zine Ee4] è ze] i [2:32] 
porta all'integrale generale : 

[f= cer aget+ ce ] 
che , per uonto gua detto, puo” serivensi: 
Case) “= ge + 2 00h6%) + rekey | 


Cie 4 conse di vadier complesse coniugate, n tas 
ferroso eu Adao e coseno Cibcotaze , le core odi'raclie; 
oli ad sppede <7/ tranformano su Amr e estano pebelio. 


teal IC 


La risoluzione completa delle 
eguazioni diferenzio/i /meari ca 


coefficienti costanti . 


| sg” a +09" Quay" + af+a.4= de 


Risoltà / omogenea ossociota, eUenuta. 
ponendo Pa =0, 1 presentono veri me- 
todi per etsolvere l'equazione dala. 

4) Se conosciomo un integrale particolare: t, 
della eguazione data, £ ntegrole generale 
€ dato dalla somme dell integrale 4 del» 
L omogenea associata, e dele integrale porti: 


colore; ene: 

I34-G] esc) 

te A I 

Fur troppo mentre /a risoluzione olella 
omogenea associata non presento problemi 
e troviamo Y , /'imtegrale particolore f 
97, genere non lo eonosciamo, pero” pes es: 
sere utile {ere qualche tentativo per ve 
dere .se possiamo trovarlo, altrimenti use 
remo altri metodi per esempio co/ meteo. 
de di Lagrange delle vorrazioni delle 
ces tapti-arbitrarie i 


£sempio.: 
Sa A) ly” + ag = 2004 (mx) + 3 404 (mn) [ta dela 
L'omogenea associata non presenta diffieoltaà: 
as iia + CE G cos (ax) + G deu(ax) 


Je nostro : 


Gay = 3 coste) +30 (05) 
du integrale porti colare potrebbe essere dello 
dfesso tipo: be o esi(ms) + fp rse(mx) 
voudichivme derivando: 
% = - mot deti(mx) + am Aa €04 (ex) 
Y "ma caso] MR sussmx) 
sostituiamo nell'equazione data : 
pae catoa)- miele) Beal) +fice(m) = Aeg 
raggruppando: e vipatando Gy) 
Com + 084) costmx) +(- mîB+ d pra (m)e 2 C0%mx) + 344 (ma) 
(a'-mi)a = è 
(aan) fp =3 
L'andata bene, per cui l'integrale particolare e: 


| Y,> 2 cos(mx) + 3 40u(mx] | 
Pl TA*=me) 


# i 
e / Integrale geperole «era: 


2001(meft 34m fra) 


| Je Cr cos(an) + Gem tan) + SETTE) 


veuf'ehramo derrvando e sostiliendo nell'equazione 
data: 

Y> -Ga sedersi Cacos(ar) - 2 ssa) 9: Tom qeslm a) 

Yy* 20,2 cgle)- cesofa) a Aelco mx) n] 


dj: da Con chat) + fel (cnboo) + sulle) 


Y+d4= cose) ali des (ug (BE7ZI2 230° 


Torno /* egiazione ola. 
Notare che l'esempio ev da’ gia delle indicazioni 


per cercare l'integrale porticolare. 

Altro esempio pi 

frro esempio. 69 cata: (4 #4+184 = x 
abbiamo gia calcolato l'omogeneò assoeiota. 


Le TX € di primo grade tu X 


prorramo: 420% ; 2a; 120; Cir x 
P 4 pae cA C prugne) 


viam 
pro “%e azth; nà =2; ; fl" D|> La +1axrabaX 


ci € ug car nre na vercticata clove 
= # L LE, VAR "0; civ , = dj È = rosa iù 
bintenrale ) 


i 


IF ge” +e” +8 


Quello che abbiamo visto nm & il sofe metodo 
pe tisomere le equazioni cli erenzioli complete. 
a coefficienti costanti. Faso comsisle nel = 
L'ipotezare / Integrale partreotare secondo 
ma funzione generica del tipo el; Uda, - 
poi deriroudo detorminari ‘parametet 
che la definiscono sosfiticudo mella Cgua= 
zine dold. | Veel'emo na WU: 

Metodo generale per sa tisoCuzio: 


ne di ua eguozione olifferenziale 
Completa a cogflieien v Cortanti .0 
a coefficienti fanzioni continue dellax. 


Premesso che unsistema di integrali porbicolori 

dell ‘eguarione Aferenziale lbeore omegenea ; 

[Ag = esvregi i abyo ] 
éloe: SL4 dÉ per i quale <£ Uronskiano 


sia diverso da ze (N72), eve siano fo lore 


dmoliben denti Line armenta, un ta& sistema e 
detto: “ Unsistema fendamentale dell'equazione 


Fay” Fuchs) L'equazione € Lomogiara associata del» 


L'equarione:cdata L cui sewondo membro: X e Ga) 


e costiluto da finzioni continue olella «e. 
Abbiamo visto che se 4, ILE 
sistema damentale olell'omosenca ancciata 
F(4)=30 «d YL uu integrale portieotorne , 
obbrauo che l'integrale generale €: 
[E Cq+0 + -- #33 ] 
che athomo sinteticamente asporto (4 - 444), 
nel trattare (mi bmeari a cooff'erenti contenti. 
Sostiluendo od Fy):X ; Fg =X CRE us flo) 
arcemo solltaendo ele F(4-T) =0 25 euuudo 
G4-E soturione ohell' eguarione omogenea dvremo: 
(4-7)= C4,064,0- — - Ca, 
de potera Aeduri Auttamerte. 
Il metodo, dovuto a <agrange, pe oleterminore vre 
integrale particolare delle Fx) =X consiste ne/ 


considerare le costanti €, 1% ln come 
funzioni cella x, 10€ Ga), Ge... <a)} 
um modo che determinino n integrale partico lore; 


do: _ 
IG VEAOTTE EEE Geol, 


derivando ebbiomo: 


+ Galle (col Gal * pai Go] 


poiche’ le alerivate di costanti sono nulle, n gue: 


sto caso pondme : [3 + Ca - + Gros.) = © 
Gotare che è' l'intera espressione pete » 9) avumo : 
7 =0Y) è GY, + cc +6$ 
e derivondo artemo: 
F» C4° + CY id 
e consideranoo nutte le derivate lette C. fo 
elle derivale di odme ne avumo «f sistema: 
E'Y + 07440 +04, = 
CY +0 4044 = 
la det.. + la % È 
ove 4 deivale enavo moltph'eok orodlinotament 
per R a BR, semplifpeondo sita 
bei Sfott : J deve verifi core / epuazione 
crot : F(5) F X ed amnebe: 


1 yylnes 1), {n-4 for _ 
#3 g‘ ), cy 4, 4 io 
I sistema sopraserilto contiliuiiee cui Wionskia 


no diverso da zao WO , con Cramer, possa 


2a ; (4, 2; o) 
ore Wui € d complemento algebrico di go sive 
abbiamo Slappoto Y delermingul sendo 


mo determinare le Ci = 


l'uttima viga. Risolte le è; cnnaz Liutegrare 
per trovare le Ge [cd& CE de vosle 


tuixe nell’ Graome . Croe : i 
Ha y fride + sfere die + ica | 
Ci ola” «f nosto infegrole porbeolore. 

Se pessiomo che Je cortanti sono arkitorie 


cme possono Yariare Voriar ad ab buo , nella 
vieta che la _|ariarine (crbitrazio) fra . 
le infinite possibio, s consroler Juirione 


ola x; da 0° 4 metodo ckefle anche: 
Inetode delle variazioni delle costonti arbitrorie” 


Lsempi ((Pizramo con equorweni lneor: 
a cotffierenti contanti, IT tsolte con me: 
Lodi diversi, ved: peg. pre) 
omegenea assosrale , Vlie: e» Ge” 

consideramo E, e G fenioni della x e devilismo 
L= Ce cle+ agt'ige” 

porrdmo : (C'e'+ce 0 

vicordando che all'ultima derivata mon si anmullono l G, 


derivando La 
a sce”. 46” 


di ha! 
= P Ge 19'e- [pae 1662 ] 


Seririamo L sistema: quegliazo e x. L'espussione 


e e“ n 
o e“ pa 
Chi ) e 2: dx 
x se” = -X@ + = ire -xé 
3% D x sa 
7 xe GIL 
sexo x e 


î 3 
cli «feet >[e- -@*/£+4 +k 


2Spsti luendo nell'integrole dell'associata Ai ha‘ 


4 leta-4) Je + [EA +Kife* 


12 


eve: lnesne” = 4] dell'omogenea asscrata 


cm K, e K, cotauti arbitrarie è 


| q= fi e. Ken Li E) Integrale gererole 


<* + i == 4, DS infegrale particolare 
ove mom fiqurauo cotonti arbitrorie 


Si noti. com'e Atato più veloce cercarsi subito 


li fegrale parti ‘colare . 


Zrempio : 


equazione dela :|Y'" dy = 2005(me)+ 3a fr 
integrale dell associata: 4 - È Cos (ax)+ Cratu (a+) 


applicondo metodo delle variazioni olelle costanti ar: 
brtrazie, dr ha:(Sewvando 1.) 
4=[C/ conta) + Giuatar)f+ [2 Gresla+ a Cesa] 

perianuo Cero < primo nileado è derviamo di nuove: 
sia fraciar) va Gentle [-a'6 cla) -a' tt] 
Ai ha sl sistema: 

{ Cl'eoster)+ Ciuax) = © 

Cali’ smar + 26 cos) =2004( zu] +3 ren) 
coni Canepa 


coslan) qeufax) 


2 : 
-avufar + Acos(o2) = acos(ar)+ adul(ax) = a 


o que (ax) 


| - pu (a)[o/{a}+ 344005] 


be cos (mx) + 340 for] aetsar) 


Ci= TIGRI (2 osp) salmi] | 


CoA (ax} D 


-a du (ax) Peostmr)eszutns)] 


cy = EA [a eogfon) + 3404(ma] 


integrando Ge Adi ha: 
Gefeh = = SR juta [mg 


î coffee) sab] 


G= f G, dk = + Cosfax)coymx)dx + 5a si Coslaxpiafm)ak 


Fer risolvere questo topo oli integrali oe: 
corre avvalersi delle formule di prosteferesi 


foWeI) di our eiportiamo le relazioni che in? 
teressono ; consicleriamo è (ex) } lox)= (233), 


} 


(ex)> (mx): (pe (arme; (9): (a-m)x ; 


Nelle formule di prostoferesi. 
sa 
RISSA) 
“gti (az)» # (MY) 1 
co (149) (13) $ (ap) (9) 


’ 
4 € 


Sostituramo + valori : 


teu (ex) cos(mx) = a vsmfox-ma)] 
du (ax) sa (mx) — + (cefaz-m) mx) cosfaa mx) 
cos (8%) co) (mx) = 4 4 (cesfaxema) ) + cosfax mi 
0%] (83) qu (ma) = 4 fofucon) — tia (ox mò) 


oc & fat) +seufax- Ù) lx fermi 
G= 3 (fo +00fax- mali + * ‘quer mi) quufax= mè) -m)felx 


“aa 
a fa * # oma)) 2 femfazome)_ axema)) x. 
G%( o en)» + (a-m) (&+m) ni 
1 (italaremi)  senferoma] de Fia farsa) _ afrrili 
&#4( (a+) (a-m) | #2, (atm) (a=m) 


rbduciamo allo +teno derominatore: 


(az) pos(asom] 2 cos) csto) {ola {m) 
- 2 coem) wi (aaa (e) pe do) - 
(trm)feoifax mi] pas fedex) ero) + ostia mx) 


«plein +8 (imtcpet) 
Sql ima mf = =} fto) {ct 
“24 (teen o] rag (crffcton) 
geznfifo] sfodntitt0, 2) 
Pi (402 cm - te (for 63) 
Gafrccatao) costone) +2 gps (xja) sentina) - 
— dat dele) cos(mx) Jem 


e05(03) lalla] + Tpyualax) [241 (ma) - 308 (mx) 
| rerdrened| 


am) fufa] = seu(ax) eos (ma) + caserta) 
- 2 duuleyfen (mo) — CS sos(G4 au (mx) 
(estiintuma] > sutedrenina)— costes)ientn 
+e ue D'cofar)isalens) 
FUeEnfcosfae mf: corale.) + pari (0o) sal) 
«gn cipg cosina) — ga cus asl) 
300 fest] +3 eo16 (ma) +3 put) dt] 
ty coon) te (ax) pecs fon) 


G 24Uu(0x)C0 (mn )- 22. costa x) ae {rmx} +39 Rx) 480 Vama) 
S dip. data) palin) [Già + Ki 


Ci 421(03) [eos (x)+:3 semi) mensa 2o01 (mx) = 3 04 (ma) : 
(&-m°) 


sostituendo G e CA mel integrale dell'anocia: 


a: $= Goeoslax]t Genlos); 4 ha: 


cos‘ (aa) | hi + quale fici fun, ct 


tt Cos(an) + Au'(a8) SorA 


(&?- m* 


= o cnr K diu.(ax) 


(&'-m°) 


in ti ea(ao)e tesa) «orti 


risultato che aversino gia olfimuto com dolo metodo 
(ved pag sso),e che abbiamo gia verificato. 
La. Lunga ggine e fa complessità d' questo pre? 


cediinento peo implicare evo di'caleolo, per quasto 
abbrèmo suluppoto ner portrcotori le singeh parti 
7} 4 


erlevidenziato le semplifeazcar. 


tegrali di equazioni omogenee 


Riepilogo din 


equazione la dd» fegra È — 
y3zag=o gace” 

i -f6,d: 
Frhy=o ga cos 


) * 
+ Ra = Go 


Yi Y =0 
YFY =0 


1° - fi zo 


caratteristica si 
vluca leg” o 
Vaadiz' mu ttrple 
Je le tocdiei dd 
14 ‘equar. corde. 


nel caso eu cus eg 


% +fada 
i PEAS! de -) 


4= G0oshfua)eCauluo) = erica (prot) 
Y= G cos (p»)(, dea (p») = gek cosfars tl 


Noa GE 41 


years +Gat ca”) 


Vi ele (E, cos(9x + s(9)] 


‘ 


doro: (P=:9) 


Altri esempi 
[412381029 = e1% ] (eg. cet) 


raolier dell'omogenea associata a0,34 jd,32 
= Ge'+Ge (integrale dell associata) 
(@m Liowvile) supponiamo: 4 = A e” per via con 
a e l costanti ( potrebbero estere funzioni della x] 
fab eb, x; sable. sostituendo nella 
9. data : ae (4" +34 +9)= e? 
per 6343; a(5+342)= 1 puri &=37 


- 3 


ran 


a 9=(4+4,) 
Li PII 73% N 
great | ala 


sofà Ui 34 2300 need. e 


Ja te 14Ge +4 Piu 
LS =23,e% 126,2 sommando : 
g°- 39424 =gge” 


Co) metooo delle variazioni clille contanti cslitrarie 
ci +e o. qe+ste” 
Li +ade” ne ge+4 ce” 
risolvendo il sistema : Ce] 


integrando: E - FE, ]; (a: Le x] 


sestrtuenolo nell’ integrale dell omogenea associa 
ta sa 
= Kyl + Ke ARIA Le” e 


r ky e" she cal 


Crsoluzone rolentreò pali ove Ke Kr 
tengono posto oli @ e E, (Fortiati arbitrario) 


Vediamo ord un esempio simile al precedente 
ove pero, com Liwwville, C4 eL' a'obsiamo consideri 
Fonvon della x. 


[= e et? # mi x} ]| (&ofegrale dell Bsaoerota) 


con rvuville, defbiamo comsidennra su vntegra» 


le porticotore del tipo: aes, j,, ma su 


questo caso non possiamo considerare "a 4 


costanti perche porterebbero ad un Magno . 


Considera geindi: sf fg € o 
4 = fm ef “oe, ra poeta fhreb + 


fo fo + fol 4 6) 4 


SA iu evidenza. CL sostituendo nel. 
la equazione data si ha: 


CRIARI n fol. ex 
per Gui! fi im e quendi: Pod; fynò 
fo zl hr DACIA 4 o: 
fgdi & o : lo=% bed fig È 


Feqrge 


[3° e“ #XG +) integrale generele 


Y= e*(ce+ Xx +2)+ ea #x) 


VAZACIZIA 18 )ne'(a +) e* 


sostituendo nell eguozione data : 


Us ef dec ec Lex 81) 
-8f = ia dIG-e 


+= ex 6 ! - +, A 


d” er ii Lepia (ig det 


Applicando ‘€ metodo generale Ai Lagrange di) 


delle variazioni delle costanti orbitrarie si ha: 
dersronolo VE (e. € x0) e 
Y= (c +G+t xC, ex +(G +6, )e" 


Y's CELA + Ce'+ 6, ex e* 
Ld e ei 


» =0 
bi =('+0; +0,4X0 + 0,+C2 4x0) es 


41 ha dl sistema: 
(ct +4.) = 


ivi Sriclo pe e; le {no]= 


de cu: G/= <X; GA 


° 


A 


dutegramdo : 
e 
Qs(Lia) ; Gt) 

è sogtituendo mell’integrale olell'associata : 
J= (Cn) di la: 

/ 

tdi (La K + (x+ke)x le" 
/ 
[yes eg)e] 


che Lorna l'rintegrole generele. 


Criteri ed artifici Vati 
Abbossomento dell Aa dell . def 


Qualora una equorione Sflerenziale man 
chi della DAI auche olella Le dlella Y, 
24m genere delle derivate al oli sotto 
chi' nu su eerto orelme e seirtile ) pes 
tando un cambiomento di variabile, oa 
sore /vdihe dell'equazione data . 


Esempio: 


FI" = eguar. plata 


Considero: e = y” abbasso i uu 
È Ì grado di derivazione 


l'eguarione 
e %° equazione diventa: 


#- È = Qy 


tonsiclero : - = si abbasso aucornr 


ol tu grado dei ole» 


ivarvohe 


e 1° nazione direnta ». RX > Ve) 


2 ef faodtta + 0) » 
2 quindi :fe/tde = i St = fyda = 966. 


Esempio pumetico. 
y” 59" = 88% dala 


sb E PAG uu crolime iu mao 


È e[/ ee” Jx % e] 
= e] fed + cf 


es(e+c) 
(e + ces) i t 


I 


ct 


23 ek ai 
= fen+ en) che = pe 40, +4 


Sy: setase 


feto es (Lornà) 


Vila nà el 4 5 e 


